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1. INTRODUCTION
Sur Rn, on sait que la transformation de Riesz, {(&2)&12=[(x i)
(&2)&12]1in est de type faible (1, 1) et de type fort ( p, p) pour tout
1< p<+; pour ce re sultat, on peut se re fe rer par exemple a [S]. Dans
[St], R. Strichartz se demande si la transformation de Riesz est borne e
dans L p(M) pour 1< p<+ quand M est une varie te riemannienne
ge ne rale; dans le me^me article, il a montre que c’e tait vrai si M est un
espace syme trique de type non compact de rang 1. Pendant la quinzaine
d’anne es qui suivirent, plusieurs auteurs ont donne des re ponses partielles
positives ou ne gatives. On sait maintenant que la transformation de Riesz
est de type faible (1, 1) et de type fort ( p, p) (1< p<+) dans les cadres:
(1) des espaces syme triques de type non compact ainsi que les varie te s
Article ID jfan.1999.3464, available online at http:www.idealibrary.com on
145
0022-123699 30.00
Copyright  1999 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
riemanniennes comple tes, non compacte a courbure de Ricci positive ou
nulle, consultons [L1, AL, A1, AJ, B1, B2, B3, Lj, Cj]; (2) des groupes de
Lie a croissance polynomiale et de AN groupes harmoniques, voir [LV,
S.C., A, ADY].
On remarque aussi que N. Lohoue a obtenu les estimations L p (1< p
<+) dans les cadres des varie te s riemanniennes de CartanHadamard
satisfaisant inf& f &2=1 &2f &2>0 (il a obtenu une proprie te de quasi-(1, 1)
faible) et des groupes de Lie unimodulaire non moyennable, se re fe rer a
[L1, L2, L3, L4]. Dans le cadre des varie te s riemanniennes comple tes, non
compactes a courbure de Ricci &a2 (a0), D. Bakry a montre que pour
1< p<+, il existe une constante Cp>0 telle que:
&{f &2Cp(&(&2)12 f &p+a & f &p), \f # L p.
Re cemment, T. Coulhon et X. T. Duong ont obtenu la proprie te de la
continuite L1&L1 faible de la transformation de Riesz sous des hypothe ses
tre s faibles; ils ont construit un contre-exemple tel que de la transformation
de Riesz n’est pas borne e dans L p(M) quand p est strictement plus grand
que la dimension de M, se re fe rer a [CD] pour les de tails. Notons aussi
que dans [CL], T. Coulhon et M. Ledoux ont donne un autre contre-
exemple.
Dans cet article, nous conside rons la transformation de Riesz dans le
cadre nouveau des varie te s coniques: a partir d’une varie te riemannienne
(N, gN) de dimension n&1, avec un bord N (on admet N=<),
compacte ou non, on construit le co^ne C(N) de base N, c’est-a -dire
R+_N muni de la me trique riemannienne dr2+r2gN . Ces varie te s avec
singularite conique ont e te e tudie es par J. Cheeger et M. E. Taylor. Avant
d’annoncer les re sultats obtenus dans cet article, on a besoin des notations
suivantes:
On note dN (resp. d ) la distance riemannienne induite sur N (resp.
C(N)), d+N(x) (resp. d+) la mesure riemannienne induite sur N (resp.
C(N)), 2N (resp. 2) l’ope rateur de LaplaceBeltrami sur N (resp. C(N)),
{N (resp. {) l’ope rateur de gradient sur N (resp. C(N)). Dans le cas ou
N{<, on ajoute la condition de Dirichlet pour les laplaciens sur N et
C(N). On remarque que:
2=
2
r2
+
n&1
r

r
+
1
r2
2N , d+(r, x)=rn&1 dr d+N(x);
|{f (r, x)| 2C(N)= } fr }
2
(r, x)+
1
r2
|{N f (r, x)| 2N (1.1)
\(r, x) # C(N), f # C(C(N)).
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Dans la suite, on note pt (t>0) le noyau de la chaleur (de Dirichlet)
sur N. On note encore
B(X, r)=[Y # C(N); d(X, Y)<r], \X # C(N), r>0,
(1.2)
BN(x, r)=[ y # N; dN(x, y)<r], \x # N, r>0.
Dans un premier temps, on suppose que N est compacte, on a les
re sultats suivants:
The ore me I. Soit N compacte. Si *1 de signe la premie re valeur propre
non nulle du laplacien de N, nous notons
p0=sup { p>1; p } \n2&\
n&2
2 +
2
+*1 +<n= .
Alors, la transformation de Riesz {(&2)&12 est de type faible (1, 1), borne e
sur L p(C(N)) pour tout p # ]1, p0[; quand *1<n&1, elle n’est pas de type
faible ( p0 , p0) et non borne e sur L p(C(N)) si pp0 (remarquons que
p0=+ si *1n&1).
Remarque. 1. Ce the ore me fait appara@^tre des phe nome nes nouveaux
et inte ressants. Par exemple, si on pose N=S 12?{ (1>{>0), le cercle de
centre 0 et de rayon 1{, muni de la me trique riemannienne standard; alors,
la transformation de Riesz n’est pas borne e dans L p(C(S 12?{)) pour
p>2(1&{) ou C(S 12?{) est non compacte, non comple te, et de courbure
sectionnelle nulle. Ce re sultat est tre s diffe rent de ceux obtenus dans le cadre de
varie te s riemanniennes comple tes a courbure de Ricci positive ou nulle.
2. Pour prouver la proprie te de la continuite L1&L1 faible de la
transformation de Riesz sous l’hypothe se du the ore me I, nous adaptons des
arguments de [CD] a notre situation en tirant l’estimation supe rieure du
noyau de la chaleur (de Dirichlet) sur C(N) et l’estimation du volume
de la boule ge ode sique de C(N); voir [Lh]. Dans cet article, nous donnerons
une autre preuve complexe, mais dont l’ide e est cruciale pour obtenir les
autres re sultats de cet article.
Maintenant, on suppose que N n’est pas compacte et l’on veut prouver
les re sultats partiels suivant:
The ore me II. Soit N comple te, non compacte, de dimension n&12, et
dont la courbure de Ricci est minore e. On suppose que pour tout |>0, il
existe une constante C(|)>0 telle que:
sup
x # N
|
N
e&|dN (x, y) d+N( y)C(|)<+. (1.3)
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Alors,
1. La transformation de Riesz, {(&2)&12, est borne e dans L p(C(N)),
pour tout 1< p2 s’il existe C>0 telle que:
pu(x, x)Cu&(n&1)2, \0<u1, \x # N. (1.4)
2. Si N posse de un rayon d ’injectivite r0>0, et si son tenseur de
courbure R ainsi que les premie res de rive es covariantes de R sont borne es
sur N; alors, {(&2)&12 est borne dans L p(C(N)) pour tout 1< p<n.
The ore me III. Soit N comple te, non compacte, de dimension n&11 a
courbure de Ricci 0. On suppose qu’il existe ;
*
>0, 0{0<1 et C>1 tels
que pour tout x # N, on a:
+N(BN(x, s))C&1sn&1, \0<s1,
(1.5)
C&1s2;*+N(BN(x, s))Cs2;*+{0, \s1.
Dans le cas ou 0<;
*
 12 avec n3, on suppose qu’il existe &*>1 telleque pour tout u1, on a:
sup
dN (x, x*)<1
|{N pu(x, x*)|Cu
&&*.
Alors (1r) {N(&2)&12 est de type faible (1, 1).
De plus, pour C(Rn&1), {(&2)&12 n’est pas borne dans L p(C(Rn&1))
pour p>n.
Remarque. 1. Si la courbure de Ricci de N est minore e, et sous l’hypo-
the se de (1.4), d’apre s le re sultat de [V] (voir aussi le ‘‘(4.5) Theorem’’ de
[Stu, p. 158]), on en de duit que pour tout %>0, il existe une constante
C(%)>0 telle que:
C(%)= inf
x # N
+N(BN(x, %))>0. (1.6)
2. Si l’estimation (1.3) est satisfaite; alors, d’apre s le the ore me 5.2.10
de [D2], on en de duit que le bas du spectre de &2N dans L2(N) s’annule.
3. Si N posse de un rayon d’injectivite r0>0, et si sa courbure
sectionnelle est borne e, alors, d’apre s [CLY], on sait que l’estimation (1.4)
est satisfaite automatiquement.
4. Si k0=0, alors,
(a) d’apre s la remarque 1.4.1 de [YS], on sait qu’on a +N(BN(x, s))
Cn&1sn&1 pour tout x # N, s1; donc, on a toujours ;*(n&1)2.
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(b) d’apre s le ‘‘Bishop Volume Comparison Theorem’’ (voir [BC]
ou le the ore me 1.1.3. de [YS]), l’estimation (1.3) est satisfaite automatique-
ment; de plus, d’apre s les the ore mes 5.5.11 et 5.6.3 de [D2], on en de duit
que l’ine galite (1.4) est e quivalente a l’existence d’une constante C* telle
que:
inf
x # N
+N(BN(x, r))C*rn&1, 0<r1.
(c) D’apre s les the ore mes II et III, on en de duit que la transforma-
tion de Riesz sur C(Rn&1)=R+_Rn&1 (n3) est borne e dans L p pour
tout 1< p<n, et n’est pas borne e pour p>n.
(d) La raison d’e^tre de la deuxie me partie du the ore me II vient de
la preuve du the ore me 3.5 (voir la section 3.7.4) de cet article.
5. Si +N(N)=+, en remarquant que d((r, x), (s, y))s+r pour
tous (r, x), (s, y) # C(N); on en de duit que +(B((r, x), r+$))=+ pour
tout (r, x) # C(N) et $>0.
Enfin, soit X=GK un espace syme trique de type non compact de
dimension n&12, alors, on de montrera le the ore me suivant:
The ore me IV. La transformation de Riesz sur les varie te s coniques
C(X)=R+_X est borne e dans L p(C(X)) pour tout 1<p<n.
Cet article est organise de la fac on suivante. Dans la section 2, on utilise
les re sultats de [T] (voir section 8.8) ou [C, p. 592]) afin d’expliciter le
noyau inte gral de la transformation de Riesz sur C(N). Dans la section 3,
on donne la preuve du the ore me I. Les the ore mes II, III et IV sont montre s
dans la section 4.
Presque tout cet article est tire de la seconde partie de ma the se de
doctorat, je tiens a remercier mon directeur de recherche, Monsieur Noe l
Lohoue , pour ce proble me, ses utiles discutions et suggestions ainsi que les
encouragements tout au long de ce travail. Le the ore me I, a l’exclusion du
re sultat concernant a *1n&1 avec 2<pn(n2&- :2+*1 ), a e te acheve
en mars 1997; voir [Li].
2. LES NOYAUX DES OPE RATEURS (&2)12, (1r) {N(&2)&12
ET r(&2)&12
Remarque 2.1. Dans la suite, on utilise certaines notations de [W] pour
les fonctions spe ciales, par exemple, on note: 1(x) la fonction Gamma, J+(z)
la fonction de Bessel et Q+(z) la fonction de Legendre.
149TRANSFORMATION DE RIESZ
1. D’apre s [T, p. 132, MOS, p. 186], pour tout a, b, =>0 et tout
%0, on a
|
+
0
e&=tJ% (at) J% (bt) dt
=
1
?
(ab)&12 Q%&(12) \a
2+b2+=2
2ab +
=
1
- 2 ?
(ab)&12 |
+
’=
e&%t(ch t&ch ’=)&12 dt, (2.1)
ou ’=0 tel que ch ’= (a2+b2+=2)2ab.
2. On pose :=(n&2)2, on de finit un ope rateur & comme &=
(&2N+:2)12. Par [CT, p. 281], on a
e&&t=
t
2 - ? |
+
0
u&32e&t 24ue&:2ueu2N du, (2.2)
ou eu2N(x, y)= pu(x, y) est le noyau de la chaleur (de Dirichlet) sur N.
Dans un premier temps, on suppose que N est compacte; on remarque
que pour une fonction convenable ., dans [T] (voir section 8.8) ou
[C, p. 592], on a donne une formule suivante pour calculer le noyau de
.(&2) sur les varie te s coniques:
.(&2)=(rr
*
)&(n&2)2 |
+
0
.(*2) J&(*r) J&(*r*) * d*. (2.3)
En particulier, on a
(&2)&12 f (r, x)=|
C(N)
K((r, x), (r
*
, x
*
)) f (r
*
, x
*
) d+(r
*
, x
*
),
avec
K((r, x), (r
*
, x
*
))
= lim
=  0+
(&2)&12 e&=(&2)12(r
*
, r, &)
= lim
=  0+
(rr
*
)&: |
+
0
(*&1e&=*) J&(*r) J&(*r*) * d* par (2.3)
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= lim
=  0+ \
1
2?+
32
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
u&32e&:2upu(x, x*)
_\|
+
’=
te&t24u
- ch t&ch ’
dt+ du
ou ’= ch&1
r2+r2
*
+=2
2rr
*
, d’apre s (2.1) et (2.2)
=\ 12?+
32
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
u&32e&:2upu(x, x*)
_\|
+
’
te&t 24u
- ch t&ch ’
dt+ du,
ou ’=|ln(rr
*
)|.
Si on note
1
r
{N(&2)&12 f (r, x)=|
C(N)
G((r, x), (r
*
, x
*
)) f (r
*
, x
*
) d+(r
*
, x
*
),
(2.4)

r
(&2)&12 f (r, x)=|
C(N)
K2((r, x), (r* , x*)) f (r* , x*) d+(r* , x*);
alors,
G((r, x), (r
*
, x
*
))
=
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) { (x)N pu(x, x*) du, (2.5)
K2((r, x), (r* , x*))
=\&n&12 + (rr*)&(n&1)2
1
r |
+
0
1(u, ’) pu(x, x*) du
&(rr
*
)&(n&1)2
1
2r
*
\1&r
2
*
r2 + |
+
0
1
*
(u, ’) pu(x, x*) du, (2.6)
ou
1(u, ’)=\ 12?+
32
u&32e&:2u |
+
’
te&t 24u
- ch t&ch ’
dt, (2.7)
1
*
(u, ’)=&
1
sh ’
1(u, ’)
’
, ’=ch&1
r2+r2
*
2rr
*
= } ln rr
*
}. (2.8)
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En utilisant le the ore me de convergence domine e de Lebesgue, on sait
que (2.5) et (2.6) sont encore valables pour N ge ne rale.
Dans toute la suite, C, C
*
, C*, etc. de signerons des constantes univer-
selles. Celles-ci pourront changer d’une ligne a une autre. On va utiliser
quelques notations standard:
h1(s)th2(s), h1(s)=0(h2(s)), h1(s)=o(h2(s)), quand s  +.
3. PREMIE RE PARTIE: C(N)=R+_N AVEC N COMPACTE
Le but de cette partie est de prouver le the ore me I. Dans toute cette
partie, on suppose que N est compacte et on note
d(N)= sup
x, y # N
dN(x, y); Vol(N)=+N(N).
Cette partie est organise e de la fac on suivante. Dans la section 3.1, on
montre que la varie te conique a base compacte est un espace homoge ne
au sens de [CW, chap. 3] et on donne aussi une estimation e quivalente sur
la distance riemannienne induite sur C(N). Dans la section 3.2, on donne
des proprie te s du noyau de la chaleur sur les varie te s compactes. Dans la
section 3.3, on prouve des lemmes ne cessaires pour cette partie. Dans la
section 3.4, on donne des estimations sur 1(u, ’) et 1
*
(u, ’) qui sont
respectivement de finit par (2.7), (2.8). Dans la section 3.5, on estime
+1 1(u, ’) du et 
+
1 1*(u, ’) du. Dans la section 3.6, on prouve que
la transformation de Riesz sur la varie te conique a base compacte est de
type faible (1, 1). Dans la section 3.7, on montre les autres re sultats du
the ore me I.
3.1. Quelques proprie te s sur les varie te s coniques a base compacte
Le but de cette section est de donner une estimation e quivalante sur
la distance riemannienne induite sur C(N) et de montrer que la varie te
conique a base compacte est un espace homoge ne au sens de [CW].
Lemme 3.1.1. Il existe une constante C>0 qui ne de pend que de d(N)
telle que:
C( |r&r1|+min(r, r1) dN(x, x1))
d((r, x), (r1 , x1))
2( |r&r1|+min(r, r1) dN(x, x1)), (3.1.1)
pour tout (r, x), (r1 , x1) # C(N).
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De monstration. Nous pouvons supposer que rr1 .
D’une part,
d((r, x), (r1 , x1))d((r, x), (r1 , x))+d((r1 , x), (r1 , x1))
2( |r&r1|+min(r, r1) dN(x, x1)).
D’autre part, soit #
*
(t)=(#1(t), #2(t)) : [0, 1]  C(N) un chemin quel-
conque de (r, x) a (r1 , x1), alors
|#
*
|=|
1
0
(#*
*
(t), #*
*
(t)) 12 dt
=|
1
0
- |#* 1(t)|2+#21(t)(#* 2(t), #* 2(t)) N dt
 12 \|
1
0
|#$1(t)| dt+|
1
0
#1(t)(#* 2(t), #* 2(t)) 12N dt+ ,
 12[max[r&r1 , r& min
t # [0, 1]
#1(t)]+ min
t # [0, 1]
#1(t) } dN(x, x1)].
(A) Ou bien r&r1r1dN(x, x1), alors
|#
*
| 12 (r&r1)
1
4[(r&r1)+r1dN(x, x1)].
(B) Ou bien r&r1<r1dN(x, x1), alors
(d(N)+1)[(r&r
*
)+r
*
dN(x, x1)]&[(r&r1)+r1dN(x, x1)]
d(N) } (r1&r*)&[r1&(d(N)+1) r*] dN(x, x1)
r
*
} d(N) {\ r1r
*
&1+&_\r1r
*
&1+&d(N)& dN(x, x1)d(N) =0,
ou r
*
=inf #1r1r; on en de duit que
|#
*
|
1
2
[(r&r
*
)+r
*
dN(x, x1)]

1
2(d(N)+1)
[(r&r1)+r1dN(x, x1)].
Par conse quent,
d((r, x), (r1 , x1))=inf |#* |
1
4(d(N)+1)
[(r&r1)+r1 dN(x, x1)].
D’ou le lemme. K
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Remarque 3.1.1. Si N est une varie te riemannienne quelconque (on
admet que N n’est pas compacte ou non comple te), on peut montrer que:
1
4 [|r&r1|+min(r, r1) dN(x, x1)]d((r, x), (r1 , x1))
2[|r&r1|+min(r, r1) dN(x, x1)],
pour tous (r, x), (r1 , x1) # C(N) avec dN(x, x1)<1.
On de montre maintenant que la mesure riemannienne induite sur C(N)
a la proprie te de de doublement du volume:
Lemme 3.1.2. Il existe une constante A>0 telle que:
+(B(X, 2r))A+(B(X, r)), \X # C(N), \r>0.
De monstration. D’apre s le lemme 3.1.1, pour prouver le lemme 3.1.2, il
suffit de montrer qu’il existe une constante A
*
>0 telle que pour tout
(r
*
, x
*
) # R+_N=C(N) et tout $>0, on a:
||
[(r, x) # C(N); |r&r*|+min(r, r*) dN (x, x*)<4C
&1$]
rn&1 dr d+N(x)
A
* ||[(r, x) # C(N); |r&r*| +min(r, r*) dN (x, x*)<$]
rn&1 dr d+N(x),
ou 0<C<1 provient de l’ine galite (3.1.1).
On remarque que
||
[(r, x) # C(N); |r&r*|+min(r, r*) dN (x, x*)<4C
&1$]
rn&1 dr d+N(x)
=|
r*
0
|
dN (x, x*)<((4C
&1$&r*)r)+1
d+N(x) rn&1 dr
+|
4C&1$
0
|
dN (x, x*)<(4C
&1$&s)r*
d+N(x)(r*+s)
n&1 ds.
On va montrer qu’il existe une constante C>0 telle que pour tout
(r
*
, x
*
) # C(N) et tout $>0, on a:
|
r*
0
|
dN (x, x*)<((4C
&1$&r*)r)+1
d+N(x) rn&1 dr
C |
4C&1$
0
|
dN (x, x*)<(4C
&1$&s)r*
d+N(x)(r*+s)
n&1 ds. (3.1.2)
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En effet,
(1) Quand 4C&1$&r
*
0, on a
|
4C&1$
0
|
dN (x, x*)<(4C
&1$&s)r*
d+N(x)(r*+s)
n&1 ds
C&1 $r
*
n&1 +N (BN(x* ,
1
4))C } +N(N) r
n
*
C |
r*
0
|
dN (x, x*)<((4C
&1$&r*)r)+1
d+N(x) rn&1 dr,
puisque la compacite de N montre qu’il existe une constante C
*
>0 telle
que:
+N(BN(x* , 2r))C*+N(BN(x*, r)), (3.1.3)
+N (BN (x*,
1
4))C*
&1+N(N), \x* # N, r>0. (3.1.4)
(2) Si 4C&1$&r
*
<0, on a
|
r*
0
|
dN (x, x*)<((4C
&1$&r*)r)+1
d+N(x) rn&1 dr
r
*
n&14C&1 $+N \BN \x* , 4C
&1$
r
*
++
C } r
*
n&12C &1 $+N \BN \x*, 2C
&1$
r
*
++ par (3.1.3)
C |
4C&1$
0
|
dN (x, x*)<(4C
&1$&s)r*
d+N(x)(r*+s)
n&1 ds.
D’ou l’ine galite (3.1.2).
De plus, par le changement de variable s=4C&1t, on a
|
4C&1$
0
|
dN (x, x*)<(4C
&1$&s)r*
d+N(x)(r*+s)
n&1 ds
=|
$
0
|
dN (x, x*)<4C
&1(($&t)r*)
d+N(x)(r*+4C
&1t)n&1 d(4C&1t)
(4C&1)n |
$
0
|
dN (x, x*)<4C
&1(($&t)r*)
d+N(x)(r*+t)
n&1 dt
car 0<C<1
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C } (4C&1)n |
$
0
|
dN (x, x*)<($&t)r*
d+N(x)(r*+t)
n&1 dt
par (3.1.3)
C } (4C&1)n ||
[(r, x); |r&r*|+min(r, r*) dN (x, x*)<$]
rn&1 dr d+N(x).
D’ou le lemme. K
Remarque 3.1.2. Si N est comple te, de dimension n&1 a courbure de
Ricci &k0 (k00), en remarquant que dans la preuve du lemme 3.1.2,
on n’utilise que le lemme 3.1.1 et les estimations (3.1.3) et (3.1.4), d’apre s la
remarque 3.1.1 et le lemme 4.3.1 (dans la deuxie me partie de cet article), on
en de duit que pour 0<#01 fixe , il existe une constante C(n, k0 , #0)>0
telle que:
+(B
*
(X, 2s))C(n, k0 , #0) } +(B*(X, s)),
\X # R+_BN( y, 2&1#0), (3.1.5)
pour tout s>0 et tout y # N, ou la boule (induite) de R+_BN( y, 2&1#0),
B
*
(X, s) =de f B(X, s) & (R+_BN( y, 2&1#0)) pour tout X # R+_BN( y, 2&1#0)
et tout s>0.
3.2. Les proprie te s du noyau de la chaleur sur les varie te s compactes
Le but de cette section est de rappeler quelques proprie te s du noyau de
la chaleur sur les varie te s compactes. Soient N une varie te riemannienne
compacte de dimension n&1 (n2), pt(x, y) le noyau de la chaleur (de
Dirichlet) sur N. Dans la suite, on note *1 la premie re valeur propre non
nulle du laplacien de N, *2*>*1 la deuxie me valeur propre non nulle et N1
l’inte rieure de N. On a les re sultats suivants:
Proposition 3.2.1. Il existe une constante C>0 telle que:
pt(x, y)+t12 |{(x)N pt(x, y)|+t } ( |{
( y)
N {
(x)
N pt(x, y)|+|{
(x)
N {
(x)
N pt(x, y)| )
Ct&(n&1)2e&(d
2
N (x, y))8t, \0<t1, \x, y # N. (3.2.1)
Proposition 3.2.2. Il existe .1 # C(N_N) satisfaisant { (x)N .1(x, y)
0 sur N1 _N1 , Ft(* )(x, y) # C((0, +)_N_N) (t>0, x, y # N) et une
constante C>0 telles que:
pt(x, y)=;0+e&*1 t.1(x, y)+Ft(* )(x, y),
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avec
;0={0 si N{<1 si N=<; (3.2.2)
et
|Ft(* )(x, y)|+|{ (x)N Ft
(* )(x, y)|Ce&**2 t, \t1, \x, y # N. (3.2.3)
De monstration. Voir la preuve de la proposition 2.37 de [BGV] (p. 91).
K
Par toute la suite, on note
Ft(x, y)=e&*1 t.1(x, y)+Ft(* )(x, y). (3.2.4)
Remarquons qu’il existe une constante C>0 telle que:
|Ft(x, y)|+|{ (x)N Ft(x, y)|Ce
&*1 t, \(x, y) # N_N, \t1. (3.2.5)
3.3. Quelques lemmes pre liminaires
Lemme 3.3.1. Il existe une constante C>0 telle que:
||
[0t1, t+dN (x, x*)>|]
1
(t+dN(x, x*))
n+k dt d+N(x)
C_{(1+d(N))
|k|
|&k
si k&1,
si k1,
(3.3.1)
pour tout |>0 et tout x
*
# N.
De monstration. C’est un re sultat e le mentaire. K
Remarque 3.3.1. Si N est comple te non compacte, de dimension n&1
dont la courbure de Ricci &k0(k00), on peut montrer que:
||
[0t1, dN(x, x*)1, t+dN (x, x*)>|]
1
(t+dN(x, x*))
n+k dt d+N(x)
C(n, k0) } (1+|&k),
pour tous |>0, x
*
# N et k # Z.
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Lemme 3.3.2. Soit {>0 fixe . Alors il existe une constante C({)>0 telle
que
|
+
1
1
u
e&{ 2ue&; 24u duC({)(1+;)&12 e&;{, \;>0. (3.3.2)
De plus, quant ;  +, on a:
|
;2{
1
1
u
e&{2ue&;24u dut;&12e&;{. (3.3.3)
De monstration. On voit facilement que:
|
+
1
1
u
e&{2ue&; 24u du|
+
1
e&{2u du=
1
{2
e&{2.
Quand ;  +, d’une part, par [MOS, pp. 85, 139] on a
|
+
0
1
u
e&{2ue&; 24u du=2K0 _2 \;
2
4
{2+
12
&t\?2{; +
12
e&{;.
D’autre part, on a
|
1
0
1
u
e&{2ue&;24u du|
+
1
e&(; 24) s ds= b (;&12e&;{).
Par ailleurs, quand ;  +, on a
|
+
; 24{2
1
u
e&{ 2ue&; 24u du=|
+
1
1
s
e&(; 24) se&{ 2s ds
= b (;&12e&;{),
|
; 24{2
1
1
u
e&{2ue&; 24u du=2 |
;2{
1
1
u
e&{ 2ue&; 24u du.
D’apre s les cinq estimations pre ce dentes, on de duit le lemme 3.3.2. K
Lemme 3.3.3. Soit %0>0 fixe , il existe une constante C*(%0)>0 telleque:
|
1
0
u&%0&1e&;2u duC
*
(%0) e&;
2 _min \1, 1;2++
1
;2%0& ,
\;>0. (3.3.4)
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De monstration. Par le changement de variable t=;2u, on a
|
1
0
u&%0&1e&; 2u du
=;&2%0 |
+
; 2
t%0&1e&t dt
=;&2%0e&; 2 _|
;2
0
(;2+x)%0&1 e&x dx+|
+
; 2
(;2+x)%0&1 e&x dx&
C
*
(%0) e&;
2
} _min \1, 1;2++
1
;2%0& .
Ce qui ache ve la preuve du lemme 3.3.3. K
Lemme 3.3.4. Soit ch ’=(1+t2)2t (t>0) avec ’0. Alors:
|t&1||>0 O ’=ch&1
1+t2
2t
=|ln t|
|
1+|
. (3.3.5)
De monstration. C’est un re sultat e le mentaire.
3.4. Estimations de 1(u, ’), 1
*
(u, ’)
Le but de cette section est de donner des estimations sur 1(u, ’) et
1
*
(u, ’) qui sont respectivement de finis par (2.7), (2.8).
Lemme 3.4.1. Soit
8(u, ’)=|
+
’
te&t 24u
- ch t&ch ’
dt, u, ’>0.
Il existe une constante C>0 telle que
1(u, ’)Cu&1e&: 2u \ ’sh ’+
12
e&’24u, \u, ’>0. (3.4.1)
De plus, on a
8(u, ’)t’12 \ ’sh ’+
12
e&’24u, quand u>’1;
(3.4.2)
8(u, ’)tu12 \ ’sh ’+
12
e&’2 4u, quand ’>u1.
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De monstration. Soit K 2(* ) le noyau de la chaleur sur l’espace hyperboli-
que re el de dimension 2, alors
K2(* )(t, \)=- 2 (4?t)&32 e&t4 |
+
\
se&s24t
- ch s&ch \
ds
tt&1e&(t4)&(\ 24t)&(\2)(1+\+t)&12 (1+\),
uniforme ment pour tout \>0 et tout t>0.
Voir [LR, p. 450, DM, p. 186].
D’apre s l’estimation pre ce dente, on obtient imme diatement le lemme 3.4.1.
K
Lemme 3.4.2. Il existe une constante C>0 telle que pour tout ’0,
on a:
1
*
(u, ’)Cu&32 \ ’sh ’+
32
e&’24u \1+ 1- u+ e&:
2u; (3.4.3)
} ’ 1*(u, ’)}Cu&3 sh ’e&’24u, \0<u1. (3.4.4)
De monstration. Soit Kn(* )(u, ’) le noyau de la chaleur sur l’espace
hyperbolique re el de dimension n; alors par [LR, p. 450], on a
1
*
(u, ’)=C
*
} e((94)&:2) uK4(* )(u, ’);
(3.4.5)
’
1
*
(u, ’)=&C } e((254)&: 2) u sh ’K 6(* )(u, ’).
D’apre s le the ore me 3.1 de [DM, p. 186], on obtient le lemme 3.4.2. K
3.5. Estimations de +1 1(u, ’) du, 
+
1 1*(u, ’) du
Le but de cette section est d’estimer +1 1(u, ’) du et 
+
1 1*(u, ’) du
ou 1(u, ’) et 1
*
(u, ’) sont respectivement de finis par (2.7) et (2.8).
Lemme 3.5.1. Soient :=(n&2)2 (n2) et G(’)=+1 1(u, ’) du
(’0). Alors, il existe une constante C>0 telle que:
G(’)C, \’0; (3.5.1)
}G(’)&2
(1&n)2
- ?
1((n&1)2)
1(n2)
(ch ’)&(n&1)2 }C(ch ’)&((n&1)2)&2,
\’1. (3.5.2)
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De monstration. On a d’abord
G(’)|
+
’
(ch t&ch ’)&12 t \|
+
1
u&32 du+ dtC.
De plus, si ’1, par [MOS, p. 186], on a
G(’)=\ 12?+
32
|
+
’
(ch t&ch ’)&12 t \|
+
0
u&32e&:2ue&t 24u du+ dt
&\ 12?+
32
|
+
’
(ch t&ch ’)&12 t \|
1
0
u&32e&:2ue&t 24u du+ dt
=
1
?
Q:&(12)(ch ’)&\ 12?+
32
|
1
0
u&32e&:2u
__|
+
’
(ch t&ch ’)&12 te&t 24u dt& du.
Quand ’1, (3.4.1) entra@^ne
\ 12?+
32
|
1
0
u&32e&:2u _|
+
’
(ch t&ch ’)&12 te&t 24u dt& duC* } e&’24.
De plus, par [MOS, pp. 153, 37, et 197], pour tout ’1, on a:
Q((n&1)2)&1(ch ’)
=2&(n&1)2 - ?
1((n&1)2)
1(n2)
(ch ’)&(n&1)2 (1+0((ch ’)&2)).
D’ou le lemme 3.5.1. K
Lemme 3.5.2. Il existe une constante C>0 telle que:
} |
+
1
1
*
(u, %) du&
2 (1&n)2
- ?
1((n&1)2)
1(n2)
n&1
2
(ch %)&(n+1)2 }
C(ch %)&((n&1)2)&3, \%1; (3.5.3)
|
+
1
1
*
(u, %) du
Ce&((n+1)2) %, \%0. (3.5.4)
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De monstration. On remarque que:
|
+
1
1
*
(u, %) du=|
+
0
1
*
(u, %) du&|
1
0
1
*
(u, %) du.
Quand %1, puisque (3.4.3), on a
|
1
0
1
*
(u, %) duC |
1
0
u&2e&% 24u duC
*
} e&%24.
De plus, d’apre s (2.8) et (2.7), quand %1, on a
|
+
0
1
*
(u, %) du
=&
1
?
1
sh %

%
[Q:&(12)(ch %)]
=&
1
?
1
sh %
Q1:&(12)(ch %) voir [MOS, p. 174]
=
2(1&n)2
- ?
1((n&1)2)
1(n2)
n&1
2
(ch %)&(n+1)2 [1+0((ch %)&2)],
par [MOS, pp. 153 et 37].
On a donc (3.5.3).
Par ailleurs, (3.4.3) entra@^ne
|
+
1
1
*
(u, %) du|
+
1
u&32 du
C } e&((n+1)2) %, \0%1.
Avec (3.5.3), on obtient (3.5.4). K
3.6. {(&2)&12 est de type faible (1, 1)
Le but de cette section est de montrer que la transformation de Riesz sur
les varie te s coniques a base compacte est de type faible (1, 1). Gra^ce a (1.1),
il suffit de prouver que les ope rateurs (1r) {N(&2)&12 et r(&2)&12 sont
de type faible (1, 1). Dans la suite, on fixe 0<_0<<1, :0>>1 deux constantes
telles que :0_0>d(N)+10 et =0=2_0 (1&2_0)<<1 (nous verrons que
_0=1100 et :0=100(d(N)+11) sont suffisantes). On suppose toujours
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que la dimension de C(N), n2. De plus, pour (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N),
on note:
7=7((r*, x*), (r1 , x1 ))
=[(r, x) # C(N); |r&r
*
|+min(r, r
*
) dN(x, x*)
>8:0[|r1&r* |+min(r1 , r*) } dN(x1 , x*)]]. (3.6.1)
Cette section est organise e de la fac on suivante. Dans la section 3.6.1,
on donne des notations dont on a besoin. Dans la section 3.6.2, on e tudie
les proprie te s du domaine 7. Dans la section 3.6.3, on montre que
(1r) {N(&2)&12 est de type faible (1, 1). A la section 3.6.4, on prouve que
r(&2)&12 est de type faible (1, 1).
3.6.1. Notations
En utilisant l’inte grale par partie, on a
&|{(&2)&12 f |&2L2=& f &
2
L2 , \f # C

0 (C(N)).
D’apre s (1.1), on en de duit que
"} 1r {N(&2)&12 f }"L2 & f &L2 , \f # C 0 (C(N)), (3.6.2)
" r (&2)&12 f"L2 & f &L2 , \f # C 0 (C(N)). (3.6.3)
On note
G((r, x), (r
*
, x
*
))=G1((r, x), (r*, x*))+G2((r, x), (r*, x*)) (3.6.4)
avec
G1((r, x), (r* , x*))
=
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’) { (x)N pu(x, x*) du, (3.6.5)
G2((r, x), (r* , x*))
=
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
1
0
1(u, ’) { (x)N pu(x, x*) du; (3.6.6)
163TRANSFORMATION DE RIESZ
et
H((r, x), (r
*
, x
*
))=(n&1)
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) pu(x, x*) du
+(rr
*
)&(n&1)2
1
r
*
\1&r
2
*
r2 + |
+
0
1
*
(u, ’) pu(x, x*) du
=H1((r, x), (r*, x*))+H2((r, x), (r*, x*)); (3.6.7)
ou ’=|ln(rr
*
)| et 1 (resp. 1
*
) de finie par (2.7) (resp. (2.8)).
3.6.2. La de composition du domaine 7 et proprie te s
Le but de cette section est d’e tudier les proprie te s du domaine 7 qui
est donne par (3.6.1). Dans le cas ou |(r1 r*)&1|<_0 avec _0 donne au
de but de la section 3.6, on de compose 7 par deux parties: dans l’une
partie, on a toujours |(rr
*
)&1|<=0=2_0 (1&2_0); dans l’autre partie,
on a |(rr
*
)&1|=0 .
Lemme 3.6.1. Soient r
*
, r1 , r>0, alors
} r1r
*
&1 }_0 O } r*r1 &1 }
_0
1+_0
>
_0
2
. (3.6.8)
Dans le cas ou |(r1 r*)&1|<_0 , on a:
} rr
*
&1 }=0 O } rr1 &1 }
=0
4
; (3.6.9)
} rr
*
&1 }<=0 O } rr1 &1 }<2=0 . (3.6.10)
Si |(r1 r*)&1|<_0 et |(rr*)&1|<=0 , on a:
} rr
*
&1 }& } rr
*
&1 }
2
’
*
= } ln rr
*
} } rr
*
&1 }+ } rr
*
&1 }
2
,
} rr1 &1 }& }
r
r1
&1 }
2
’1= } ln rr1 } }
r
r1
&1 }+ } rr1 &1 }
2
;
(3.6.11)
1
2 }
r
r
*
&1 }’*= } ln rr
*
}2 } rr
*
&1 },
1
2 }
r
r1
&1 }’1= } ln rr
*
}2 } rr1 &1 }.
De monstration. La preuve est e le mentaire. K
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Lemme 3.6.2. Soit |(r1 r*)&1|_0 , alors pour tout x*, x1 # N, on a
7/[(r, x) # C(N); |r&r
*
|>4:0 |r1&r* |], (3.6.12)
ou 7 et donne par (3.6.1).
De monstration. C’est un re sultat e le mentaire. K
Si |(r1 r*)&1|<_0 , on note:
71 =7 & {(r, x) # C(N); } rr
*
&1 }<=0 = ,
(3.6.13)
72=7 & {(r, x) # C(N); } rr
*
&1 }=0 = .
Alors, on a le lemme suivant:
Lemme 3.6.3. Soit |(r1 r*)&1|<_0 . Alors,
(i) Pour tout (r, x) # 71 , on a
2 _} rr
*
&1 }+dN(x, x*)& } rr1 &1 }+dN(x, x*)

2
3 _}
r
r
*
&1 }+dN(x, x*)& . (3.6.14)
(ii) Soient (r, x) # 71 et xC # BN(x*, 2dN(x1 , x*)), alors
} rr1 &1 }+dN(x, xC)
1
2 _}
r
r
*
&1 }+dN(x, x*)& . (3.6.15)
(iii) On note
71* ={(r, x) # C(N); } rr
*
&1 }<=0 et
} rr
*
&1 }+dN(x, x*)>4:0 _} r1r
*
&1 }+dN(x1 , x*)&= . (3.6.16)
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Alors,
71 /71*. (3.6.17)
De monstration. La preuve est tre s simple. K
Pour simplifier les notations, dans la suite, pour tout (r1 , x1){(r*, x*)
# C(N) avec |(r1 r*)&1|<_0 , on note:
7CC1 =7
CC
1((r1, x1), (r*, x*))
={(t, x); 0t<=0 , t+dN(x, x*)>4:0 _} r1r
*
&1 }+dN(x1 , x*)&= .
(3.6.18)
3.6.3. (1r) {N(&2)&12 est de type faible (1, 1)
Le but de cette section est de montrer que l ’ope rateur T=(1r) {N(&2)&12
est de type faible (1, 1).
D’une part, d’apre s (3.6.2), on sait que T est de type fort (2,2). D’autre
part, d’apre s le lemme 3.1.2, on en de duit que C(N) est un espace de type
homoge ne. Donc, en utilisant la the orie des inte grales singulie res dans
[CW] et le lemme 3.1.1, il suffit de prouver le the ore me suivant:
The ore me 3.1. Il existe une constante C>0 telle que
|
7
|G((r, x), (r1 , x1))&G((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1), ou 7 est donne par (3.6.1).
Pour de montrer ce the ore me, nous aurons besoin du lemme suivant:
Lemme 3.6.4. Il existe une constante C>0 telle que
|
C(N) \
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’) e&*1u du+ d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
) # C(N), ou 1(u, ’) est de fini par (2.7).
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De monstration. En effet, d’apre s (3.4.1) et (3.3.2), on a
|
+
1
1(u, ’) e&*1u duC(*1) } e&(
- :2+*1+12) ’. (3.6.19)
Par conse quent,
|
C(N) \
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’) e&*1u du+ d+(r, x)
C(*1) |
N
d+N(x) |
+
0
s((n&1)2)&1e&(- :2+*1+12) |ln s| ds
C
*
(*1) } Vol(N), car
1
2
+- :2+*1 >
n&1
2
.
On a donc montre ce lemme. K
Corollaire 3.6.1. Il existe une constante C>0 telle que
|
C(N)
|G1((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C, \(r* , x*) # C(N).
De monstration. En effet, d’apre s (3.6.5) et la proposition 3.2.2, on a
|G1((r, x), (r*, x*))|C* }
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’) e&*1u du.
Le lemme 3.6.4 entra@^ne ce corollaire. K
Proposition 3.6.1. Il existe une constante C>0 telle que:
|
7
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C, (3.6.20)
pour tout (r1 , x1){(r*, x*) # C(N), ou G2 est de fini par (3.6.6).
Pour prouver cette proposition, on e tablit d’abord le:
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Lemme 3.6.5. Soit |>0 fixe . Il existe une constante C(|)>0 telle que
pour tout (s, y) # C(N), on a:
|
7| {\
1
r
+
1
s+ (rs)&(n&1)2 _|
1
0
1 \u, } ln rs }+ u&n2 du&= d+(r, x)<C(|),
(3.6.21)
ou 7|=[(r, x) # C(N); |(rs)&1|>|].
De monstration. Soit |(rs)&1|>|, d’apre s (3.4.1), (3.3.4) et (3.3.5),
on a
\1r+
1
s+ (rs)&(n&1)2 |
1
0
1 \u, } ln rs }+ u&n2 du
C(|) \1r+
1
s+ (rs)&(n&1)2 e&(ln2 (rs))4.
Par conse quent
|
7| {\
1
r
+
1
s+ (rs)&(n&1)2 _|
1
0
1 \u, } ln rs }+ u&n2 du&= d+(r, x)
Vol(N) } C(|) |
rs>0
rn&1 \1r+
1
s+ (rs)&(n&1)2e&(ln 2 (rs))4 dr
C(|, Vol(N)).
Ce qui termine la preuve. K
Corollaire 3.6.2. Pour |>0 fixe , il existe une constante C(|)>0
telle que pour tout (s, y) # C(N), on a:
|
[(r, x) # C(N); |(rs)&1|>|]
|G2((r, x), (s, y))| d+(r, x)<C(|). (3.6.22)
De monstration. D’apre s la proposition 3.2.1, on a
|G2((r, x), (s, y))|C }
1
r
(rs)&(n&1)2 |
1
0
1 \u, } ln rs }+ u&n2 du.
Le lemme 3.6.5 entra@^ne ce corollaire. K
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Preuve de la proposition 3.6.1. (1) On suppose d’abord que |(r1r*)&1|
_0 .
D’apre s (3.6.12), pour tout (r, x) # 7, on a
} rr
*
&1 }4:0 } r1r
*
&1 }4:0 _0>40, (3.6.23)
} rr1 &1 }
1
r1
[|r&r
*
|&|r1&r* |]
(4:0&1) } r*r1 &1 }(2:0)
_0
2
>10, (3.6.24)
car (3.6.8) et :0>>1.
Par conse quent, en utilisant (3.6.22), on a
|
7
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)C.
(2) On suppose maintenant que |(r1 r*)&1|<_0 .
Dans ce cas, on remarque que:
|
7
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
=|
71
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
+|
72
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
ou 71 , 72 sont donne s par (3.6.13).
Les ine galite s (3.6.9) et (3.6.22) entra@^nent
|
72
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)C(=0).
Maintenant, nous estimons
|
71
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x).
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On note ’
*
=ch&1((r2+r2
*
)2rr
*
)=|ln(rr
*
)| et ’1=ch&1((r2+r21)2rr1)
=|ln(rr1)|, alors, d’apre s la de finition de G2 (voir (3.6.6)), on a
|
71
|G2((r, x), (r1 , x1))&G2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
|
71
1
r
r&(n&1)2
_} r&(n&1)21 |
1
0
1(u, ’1) {(x)N [ pu(x, x1)& pu(x, x*)] du } d+(r, x)
+|
71
1
r
r&(n&1)2
_} r&(n&1)21 |
1
0
[1(u, ’1)&1(u, ’*)] {
(x)
N pu(x, x*) du } d+(r, x)
+|
71
1
r
r&(n&1)2
_}(r&(n&1)21 &r*&(n&1)2) |
1
0
1(u, ’
*
) { (x)N pu(x, x*) du } d+(r, x)
=M1+M2+M3 . (3.6.25)
Pour achever la preuve de la proposition 3.6.1, on a besoin des trois
lemmes suivants dont le premier est:
Lemme 3.6.6. Il existe une constante C>0 telle que:
|
71 \
1
r
+
1
r1+ (rr1)&(n&1)2 _|
1
0
1(u, ’1) |(u, x) du& d+(r, x)
<
C
dN(x*, x1)+|(r1 r*)&1|
,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N) avec |(r1 r*)&1|<_0 , ou
|(u, x)= sup
x
C
# BN (x*, 2dN (x* , x1))
u&(n+1)2e&d
2
N (x, xC)8u.
De monstration. Quand |(r1 r*)&1|<_0 , pour tout (r, x) # 71 , d’une
part, (3.6.13) et (3.6.10) entra@^nent
\1r+
1
r1 + (rr1)&(n&1)2C(_0 , =0) }
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2;
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d’autre part, d’apre s (3.4.1) et (3.6.11), on a:
|
1
0
1(u, ’1)[ sup
x
C
# BN(x* , 2dN(x*, x1))
u&(n+1)2e&d
2
N (x, xC)8u] du
 sup
x
C
# BN (x*, 2dN (x*, x1))
|
1
0
[C } u&1e&|(rr1)&1|24u]
_u&(n+1)2e&d2(x, xC)8u du

C(n, d(N), =0)
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 , par (3.3.4) et (3.6.15).
Par conse quent,
|
71 \
1
r
+
1
r1+ (rr1)&(n&1)2 {|
1
0
1(u, ’1) |(u, x) du= d+(r, x)
C ||
7*1
(rr
*
) (n&1)2
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 d \ rr
*
+ d+N(x)
par (3.6.17)
C
* ||71CC
1
(t+dN(x, x*))
n+1 dt d+N(x) d’apre s (3.6.18)

C
4:0[dN(x*, x1)+dN(x* , x1)]
, gra^ce a (3.3.1).
D’ou le lemme 3.6.6. K
Lemme 3.6.7. Il existe une constante C>0 telle que:
|
71
1
r
r&(n&1)2 |r&(n&1)21 &r*
&(n&1)2 |
__|
1
0
1(u, ’
*
)(u&n2e&d
2
N (x, x*)8u) du& d+(r, x)
+|
71
r&(n&1)2 |r&((n&1)2)&1&r
*
&((n&1)2)&1 |
__|
1
0
1(u, ’
*
)(u&n2e&d
2
N (x, x*)8u) du& d+(r, x)
<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N) avec |(r1 r*)&1|<_0 .
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De monstration. En effet, quand |(r1 r*)&1|<_0<<1, pour tout
(r, x) # 71 , d’une part, on a:
1
r
r&(n&1)2 |r&(n&1)21 &r*
&(n&1)2 |+r&(n&1)2 |r&((n&1)2)&11 &r*
&((n&1)2)&1 |

C
r
*
(rr
*
)&(n&1)2 } r1r
*
&1 };
d’autre part, d’apre s (3.4.1), (3.6.11) et (3.3.4), on a
|
1
0
1(u, ’
*
)[u&n2e&d
2
N (x, x*)8u] du
C
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 .
Par conse quent,
|
71
1
r
r&(n&1)2 |r&(n&1)21 &r*
&(n&1)2 |
__|
1
0
1(u, ’
*
)(u&n2e&d
2
N (x, x*)8u) du& d+(r, x)
+|
71
r&(n&1)2 |r&((n&1)2)&11 &r*
&((n&1)2)&1 |
__|
1
0
1(u, ’
*
)(u&n2e&d
2
N (x, x*)8u) du& d+(r, x)
C } } r1r
*
&1 } |71
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 d+(r, x)
C.
Ceci ache ve la preuve du lemme 3.6.7. K
Lemme 3.6.8. Il existe une constante C>0 telle que:
|
71 \
1
r
+
1
r1+ (rr1)&(n&1)2
_{|
1
0
|1(u, ’1)&1(u, ’*)| [u
&n2e&d
2
N (x, x*)8u] du= d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N) avec |(r1 r*)&1|<_0 , ou ’1=
|ln(rr1)| et ’*=|ln(rr*)|.
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De monstration. On remarque d’abord que quand |(r1 r*)&1|<_0
<<1, pour tout (r, x) # 71 , on a:
\1r+
1
r1 + (rr1)&(n&1)2C(_0 , =0) }
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2.
D’autre part, soient ’C=min(’1 , ’*) et ’
C=max(’1 , ’*), d’apre s (2.8)
et (3.4.3), pour tout 0<u1, on a
|1(u, ’1)&1(u, ’*)|C } u
&2(’C&’C) sh ’Ce&’
2
C4u.
Mais, quand |(r1 r*)&1|<_0 , (3.6.11) donne
|’C&’C |C } _} r1r
*
&1 }+ } rr
*
&1 }
2
& , \(r, x) # 71 . (3.6.26)
De plus, d’apre s (3.6.11) et (3.6.14), on a
sh ’C8 _} rr
*
&1 }+ } r1r
*
&1 }& (3.6.27)
’
*
+dN(x, x*)
1
3 _}
r
r
*
&1 }+dN(x, x*)& . (3.6.28)
Donc, quand |(r1 r*)&1|<_0 , pour tout (r, x) # 71 , en utilisant (3.3.4)
et (3.6.17), on a:
|
1
0
|1(u, ’1)&1(u, ’*)| _u&n2e&d2N (x, x*)8u& du
C
|1&(r1 r*)|+|(rr*)&1|
2
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 .
Par conse quent,
|
71 \
1
r
+
1
r1 + (rr1)&(n&1)2
__|
1
0
|1(u, ’1)&1(u, ’*)| (u
&n2e&d
2
N (x, x*)8u) du& d+(r, x)
C |
71
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2
|1&(r1r*)|+|(rr*)&1|
2
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 d+(r, x)
C, gra^ce a (3.3.1).
Ceci ache ve la preuve du lemme 3.6.8. K
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Fin de la Preuve de la proposition 3.6.1. Par (3.6.25), pour prouver la
proposition 3.6.1, il nous reste a montrer qu’il existe une constante C>0
telle que:
M1+M2+M3C.
En effet, d’apre s le the ore me des accroissements finis et (3.2.1), on a:
M1 =|
71
1
r
r&(n&1)2
_} r&(n&1)21 |
1
0
1(u, ’1) { (x)N [ pu(x, x1)& pu(x, x*)] du } d+(r, x)
C } dN(x*, x1) |71
(rr1)&(n&1)2
r {|
1
0
1(u, ’1) |(u, x) du= d+(r, x)
C
*
, gra^ce au lemme 3.6.6.
Pour M2 , en utilisant (3.2.1), on en de duit que:
M2 =|
71
1
r
(rr1)&(n&1)2
_} |
1
0
[1(u, ’1)&1(u, ’*)] {
(x)
N pu(x, x*) du } d+(r, x)
C |
71
1
r
(rr1)&(n&1)2
_{|
1
0
|1(u, ’1)&1(u, ’*)| u
&n2e&d
2
N (x, x*)8u du= d+(r, x)
C
*
, d’apre s le lemme 3.6.8.
Enfin, d’apre s la proposition 3.2.1,
M3 =|
71
1
r
r&(n&1)2
_}(r&(n&1)21 &r*&(n&1)2) |
1
0
1(u, ’
*
) { (x)N pu(x, x*) du } d+(r, x)
174 HONG-QUAN LI
C |
71 {
1
r
r&(n&1)2 |r&(n&1)21 &r*
&(n&1)2 |
_|
1
0
1(u, ’
*
) u&n2e&d
2
N (x, x*)8u du= d+(r, x)
C, par le lemme 3.6.7.
Ceci ache ve la de monstration. K
Remarque 3.6.1. Dans la preuve de la proposition 3.6.1, on n’utilise que
les conditions suivantes:
|{ (x)N pu(x, y)|Cu
&n2e&d
2
N (x, y)8u,
|{ (x)N {
( y)
N pu(x, y)|Cu
&(n+1)2e&d
2
N (x, y)8u, \0<u1;
ainsi que les arguments suivants: les lemmes 3.1.1, 3.1.2 et 3.3.1.
Preuve du the ore me 3.1. En effet, d’apre s la proposition 3.6.1 et le
corollaire 3.6.1
|
7
|G((r, x), (r1 , x1))&G((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)C.
D’ou le the ore me 3.1. K
3.6.4. r(&2)&12 est de type faible (1, 1)
Dans cette section, nous nous proposons de montrer que l’ope rateur
S=r(&2)&12 est de type faible (1, 1). En effet, par (3.6.7), il suffit de
montrer le the ore me suivant:
The ore me 3.2. Il existe une constante C>0 telle que:
|
7
|H((r, x), (r1 , x1))&H((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N), et ou 7 (resp. H) est donne par (3.6.1)
(resp. (3.6.7)).
Pour de montrer le the ore me 3.2, d’apre s (3.6.7), il suffit de prouver les
deux propositions suivantes:
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Proposition 3.6.2. Il existe une constante C>0 telle que:
|
7
|H1((r, x), (r1 , x1))&H1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N), ou
H1((r, x), (r* , x*))=(n&1)
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) pu(x, x*) du.
Proposition 3.6.3. Il existe une constante C>0 telle que:
|
7
|H2((r, x), (r1 , x1))&H2((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N) ou
H2((r, x), (r* , x*))
=(rr
*
)&(n&1)2
1
r
*
\1&r
2
*
r2 + |
+
0
1
*
(u, ’) pu(x, x*) du.
Cette section est organise e de la fac on suivante. Dans (a), on montre la
proposition 3.6.2. Dans (b), on donne la preuve de la proposition 3.6.3.
(a) Preuve de la proposition 3.6.2. Pour montrer la proposition 3.6.2, on
a besoin des trois lemmes suivants:
Lemme 3.6.9. Il existe une constante C1>0 telle que:
|
C(N) {\
1
r
+
1
s+ (rs)&(n&1)2 \|
1
0
1(u, %) pu(x, y) du+= d+(r, x)<C1 ,
(3.6.29)
pour tout (s, y) # C(N), ou %=|ln(rs)|.
De monstration. En effet, pour tout %>0, d’apre s (3.4.1) et (3.3.4), on a:
|
1
0
1(u, %) duC |
1
0
u&1e&% 24u duC
*
} e&%24 \1+ 1%12+ .
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Par conse quent,
|
C(N) {\
1
r
+
1
s+(rs)&(n&1)2 \|
1
0
1(u, %) pu(x, y) du+= d+(r, x)
=|
+
0
t (n&1)2 \1+1t+_|
1
0
1(u, |ln t| ) \|N pu(x, y) d+N(x)+ du& dt
|
+
0
t (n&1)2 \1+1t+_|
1
0
1(u, |ln t| ) du& dt
C
*
.
Ce qui ache ve la de monstration du lemme 3.6.9. K
Remarque 3.6.2. Soit pt le noyau de la chaleur (de Dirichlet) sur N,
ou N est une varie te riemannienne ge ne rale (on admet qu’elle n’est pas
compacte ou non comple te); alors, le re sultat du lemme 3.6.9 reste valable.
Le second e nonce est le:
Lemme 3.6.10. On note
H1, 2((r, x), (s, y))=(n&1)
1
r
(rs)&(n&1)2 |
+
1
1(u, %) Fu(x, y) du,
avec %=|ln(rs)| et Fu(x, y) de fini par (3.2.4). Alors, il existe une constante
C1>0 telle que:
|
C(N)
|H1, 2((r, x), (s, y))| d+(r, x)<C1 , \(s, y) # C(N). (3.6.30)
De monstration. D’apre s la proposition 3.2.2, on a |Fu(x, y)|C } e&*1 u,
\u1. Donc, le lemme 3.6.4 donne ce lemme. K
Le troisie me e nonce est le:
Lemme 3.6.11. On pose
H1, 3((r, x), (s, y))=(n&1)
1
r
(rs)&(n&1)2;0 |
+
1
1(u, %) du, (3.6.31)
avec %=|ln(rs)| et ;0 de fini par (3.2.2). Alors, il existe une constante C>0
telle que pour tout (r1 , x1){(r*, x*) # C(N), on a:
|
7
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))&H1, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C. (3.6.32)
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De monstration. On note ’
*
=ch&1((r2+r2
*
)2rr
*
)=|ln(rr
*
)| et ’1=
ch&1((r2+r21)2rr1)=|ln(rr1)|. Et, on de montrera (3.6.32) pour les deux
cas suivants:
1. On suppose d’abord que |(r1 r*)&1|_0 .
D’apre s (3.6.23) et (3.6.24), on sait bien que pour tout (r, x) # 7, on a
’
*
, ’1>1 et
r
r
*
1+4:0 } r1r
*
&1 } , rr1 1+(4:0&1) }
r
*
r1
&1 }. (3.6.33)
Donc, d’apre s (3.5.2),
}(rr*)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’
*
) du&(rr1)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’1) du },
C } |r1&r* | \1r+
n+1
(r
*
+|r1&r* |)
+C[(rr
*
)&(n&1)2 (ch ’
*
)&((n&1)2)&2
+(rr1)&(n&1)2 (ch ’1)&((n&1)2)&2].
Par conse quent, en utilisant (3.6.33), on a
|
7
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))&H1, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)C.
Donc, pour le cas |(r1 r*)&1|_0 , (3.6.32) est de montre .
2. Maintenant, nous allons de montrer (3.6.32) dans le cas ou
|(r1 r*)&1|<_0 .
On remarque d’abord que:
|
7
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))&H1, 3((r, x), (r* , x*)| d+(r, x)
|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1|<1000]
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))
&H1, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
+|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1|>1000]
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))
&H1, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x).
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Mais,
} rr
*
&1 }1000 O } rr1 &1 }<2 \}
r
r
*
&1 }+1+4000,
(3.6.34)
} rr
*
&1 }>1000 O } rr1 &1 }>
1
2 \}
r
r
*
&1 }&1+>400.
Donc, d’apre s la de finition de H1, 3 (voir (3.6.31)) et (3.5.1), on a
|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1|1000]
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))
&H1, 3((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<+.
Pour la partie restante, en re pe tant la me^me de marche utilise e dans le
cas ou |(r1 r*)&1|_0 , on peut montrer
|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1| >1000]
|H1, 3((r, x), (r1 , x1))
&H1, 3((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<+.
On a donc de montre ce lemme. K
De monstration de la proposition 3.6.2. On note
H1, 1((r, x), (s, y))
=(n&1)
1
r
(rs)&(n&1)2 |
1
0
1 \u, } ln rs }+ pu(x, y) du, (3.6.35)
alors
H1((r, x), (s, y))
=H1, 1((r, x), (s, y))+H1, 2((r, x), (s, y))+H1, 2((r, x), (s, y)).
Les ine galite s (3.6.29), (3.6.30) et (3.6.32) donnent
|
7
|H1((r, x), (r1 , x1))&H1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)C.
D’ou la proposition 3.6.2. K
(b) Preuve de la proposition 3.6.3. Pour montrer la proposition 3.6.3.
On commence par e tablir le:
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Lemme 3.6.12. On note
H2, 2((r, x), (s, y))
=(rs)&(n&1)2
1
s \1&
s2
r2+ |
+
1
1
* \u, } ln rs }+ Fu(x, y) du
ou 1
*
(u, %) (resp. Fu(x, y)) est donne par (2.8) (resp. (3.2.4)). Alors, il existe
une constante C>0 telle que:
|
C(N)
|H2, 2((r, x), (s, y))| d+(r, x)C, \(s, y) # C(N). (3.6.36)
De monstration. Pour %>0, d’apre s (3.2.5), (3.4.3) et (3.3.2), on a
} |
+
1
1
*
(u, %) Fu(x, y) du }
C(n, *1) } (1+%) e&(
- :2+*1+32) %. (3.6.37)
Il en de coule que
|
C(N)
|H2, 2((r, x), (s, y))| d+(r, x)
=|
+
0
rn&1 {|N |H2, 2((r, x), (s, y))| d+N(x)= dr
C } Vol(N) |
+
0
t (n&1)2 |1&t&2| (1+|ln t| ) e&(- :2+*1+32) |ln t| dt
C
*
} Vol(N).
D’ou le lemme 3.6.12. K
Ensuite, on a besoin du:
Lemme 3.6.13. On pose
H2, 3((r, x), (s, y))
=(rs)&(n&1)2
1
s \1&
s2
r2+ ;0 |
+
1
1
* \u, } ln rs }+ du, (3.6.38)
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avec la constante ;0 de finie par (3.2.2). Alors, il existe une constante C>0
telle que:
|
7
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))&H2, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C, (3.6.39)
pour tous (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N), ou 7 est donne par (3.6.1).
De monstration. 1. On suppose d’abord que |(r1r*)&1|_0 .
Dans ce cas, d’apre s (3.6.23) et (3.6.24), on a ’1=ch&1((r2+r21)2rr1)=
ln(rr1)>ln 11 et ’*=ch
&1((r2+r2
*
)2rr
*
)=ln(rr
*
)>ln 41; donc, par
(3.5.3), il existe une constante C1>0 telle que:
|
+
1
1
*
(u, ’
*
) du=C1(ch ’*)
&(n+1)2+O((ch ’
*
)&((n+1)2)&2),
|
+
1
1
*
(u, ’1) du=C1(ch ’1)&(n+1)2+O((ch ’1)&((n+1)2)&2).
On en de duit que
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))&H2, 3((r, x), (r*, x*))|
C } {r&n _\ rr
*
+
&2
+\ rr1+
&2
&
+(rr1)&(n&1)2
|1&(r21 r
2)|
r1
(ch ’1)&((n+1)2)&2=
+C } (rr
*
)&(n&1)2
1
r
*
} 1&r
2
*
r2 } (ch ’*)&((n+1)2)&2.
Par conse quent,
|
7
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))&H2, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
C } Vol(N) } {|t*=rr*>41 t*
&3 dt
*
+|
t1=rr1>11
t&31 dt1=
+C } Vol(N) |
t1>11
t (n&1)21 |1&t
&2
1 | \ 2t1+t21+
((n+1)2)+2
dt1
+C } Vol(N) } {|t*>41 t*
(n&1)2 |1&t
*
&2 | \ 2t*1+t2
*
+
((n+1)2)+2
dt
*=
C
*
.
On a donc de montre (3.6.39) dans le cas ou |(r1 r*)&1|_0 .
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2. Dans la suite, on suppose que |(r1 r*)&1|<_0 .
On remarque d’abord que:
|
7
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))&H2, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1|>1000]
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))
&H2, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
+|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1| 1000]
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))
&H2, 3((r, x), (r*, x*))| d+(r, x).
Gra^ce a (3.6.34), en re pe tant cet ope ration dans le cas ou |(r1r*)&1|_0 , on obtient:
|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1|>1000]
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))
&H2, 3((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C.
D’autre part, d’apre s la de finition de H2, 3 , (3.6.34) et (3.5.4), on a
|
[(r, x) # C(N); |(rr*)&1|1000]
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))
&H2, 3((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)C*.
Ceci ache ve la preuve du lemme 3.6.13. K
On note
H2, 1((r, x), (s, y))
=(rs)&(n&1)2
1
s \1&
s2
r2+ |
1
0
1
* \u, } ln rs }+ pu(x, y) du. (3.6.40)
Alors, on a
H2((r, x), (s, y))=H2, 1((r, x), (s, y))+H2, 2((r, x), (s, y))
+H2, 3((r, x), (s, y)). (3.6.41)
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et
|
7
|H2((r, x), (r1 , x1))&H2((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)
|
7
|H2, 3((r, x), (r1 , x1))&H2, 3((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
+|
C(N)
[ |H2, 2((r, x), (r1 , x1))|+|H2, 2((r, x), (r* , x*))|] d+(r, x)
+|
7
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x).
Par conse quent, d’apre s les lemmes 3.6.13 et 3.6.12, pour de montrer la
proposition 3.6.3, il nous reste a prouver la:
Proposition 3.6.4. Il existe une constante C>0 telle que:
|
7
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C, (3.6.42)
pour tous (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N).
Comme la preuve de (3.6.20), on commence par e tablir le:
Lemme 3.6.14. Soit |>0; alors, il existe une constante C(|)>0 telle
que pour tout (s, y) # C(N), on a:
|
7|
(rs)&(n&1)2 \ |1&(s
2r2)|
s
+
|1&(r2s2)|
r +
_\|
1
0
1
* \u, } ln rs }+ pu(x, y) du+ d+(r, x)C(|),
ou 7|=[(r, x) # C(N); |(rs)&1||].
De monstration. Tout d’abord, pour %>0, d’apre s (3.4.3) et (3.3.4),
on a:
|
1
0
1
*
(u, %) duC |
1
0
u&2e&%24u duC
*
} e&%24
1
%2
.
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Il en de coule que
|
7|
(rs)&(n&1)2 \1s } 1&
s2
r2 }+
1
r } 1&
r2
s2 }+
_\|
1
0
1
* \u, } ln rs }+ pu(x, y) du+ d+(r, x)
=|
|t&1| |
t(n&1)2 \} t
2&1
t2 }+
|1&t2|
t +
__|
1
0
1
*
(u, |ln t| ) \|N pu(x, y) d+N(x)+ du& dt
C |
|t&1| |
t(n&1)2 \} t
2&1
t2 }+
1
t
|1&t2|+_e&(ln2 t)4 1ln2 t& dt
C(|) } |
+
0
t (n&1)2 \} t
2&1
t2 }+
1
t
|1&t2|+ e&(ln2 t)4 dt
par (3.3.5)
C
*
(|).
D’ou le lemme 3.6.14. K
Remarque. Soit pt le noyau de la chaleur (de Dirichlet) sur N, ou N est
une varie te riemannienne ge ne rale (on admet qu’elle n’est pas compacte ou
non comple te); alors le re sultat du lemme 3.6.14 reste valable.
De monstration de la proposition 3.6.4. (1) On suppose d’abord que
|(r1 r*)&1|_0 . Dans ce cas, gra^ce aux (3.6.24) et (3.6.23), le lemme
3.6.14 entra@^ne
|
7
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)C.
(2) On suppose maintenant que |(r1 r*)&1|<_0 . On a d’abord:
|
7
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)
=|
71
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)
+|
72
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
ou 71 , 72 sont donne s par (3.6.13).
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Or, d’une part, par (3.6.9) et le lemme 3.6.14, on a:
|
72
|H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)C(=0).
D’autre part, on remarque que:
H2, 1((r, x), (r1 , x1))&H2, 1((r, x), (r* , x*))
=(rr1)&(n&1)2
(1&(r21 r
2))
r1 |
1
0
1
*
(u, ’1)( pu(x, x1)& pu(x, x*)) du
+(rr1)&(n&1)2
(1&(r21r
2))
r1 |
1
0
(1
*
(u, ’1)&1*(u, ’*)) pu(x, x*) du
+_(rr1)&(n&1)2 (1&(r
2
1 r
2))
r1
&(rr
*
)&(n&1)2
(1&(r2
*
r2))
r
*
&
_ |
1
0
1
*
(u, ’
*
) pu(x, x*) du.
Par conse quent, pour achever la preuve de la proposition 3.6.4, il suffit
de prouver les trois lemmes suivants:
Lemme 3.6.15. Il existe une constante C>0 telle que:
|
71 {(rr1)
&(n&1)2 _ |1&(r
2
1 r
2)|
r1
+
|1&(r2r21)|
r &
_|
1
0
1
*
(u, ’1) | pu(x, x1)& pu(x, x*)| du= d+(r, x)<C,
pour tous (r1 , x1){(r*, x*) # C(N) avec |(r1r*)&1|<_0 , ou ’1=|ln(rr1)|.
Lemme 3.6.16. Il existe une constante C>0 telle que:
|
71 {(rr1)
&(n&1)2 _ |1&(r
2
1 r
2)|
r1
+
|1&(r2r21)|
r &
_|
1
0
|1
*
(u, ’1)&1*(u, ’*)| pu(x, x*) du= d+(r, x)<C,
pour tous (r1 , x1){(r* , x*) # C(N) avec |(r1 r*)&1|<_0 , ou ’*=
|ln(rr
*
)|.
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Lemme 3.6.17. Il existe une constante C>0 telle que:
|
71 {}(rr1)
&(n&1)2 (1&(r
2
1r
2))
r1
&(rr
*
)&(n&1)2
(1&(r2
*
r2))
r
*
}
_|
1
0
1
*
(u, ’
*
) pu(x, x*) du= d+(r, x)
+|
71 {}(rr1)
&(n&1)2 (1&(r
2r21))
r
&(rr
*
)&(n&1)2
(1&(r2r2
*
))
r }
_|
1
0
1
*
(u, ’
*
) pu(x, x*) du= d+(r, x)
C,
pour tous (r1 , x1){(r*, x*) # C(N) avec |(r1 r*)&1|<_0 .
De monstration du lemme 3.6.15. Quand |(r1 r*)&1|<_0<<1, pour
tout (r, x) # 71 , d’une part, par (3.6.10), on a:
(rr1)&(n&1)2 _ |(r
2
1 r
2)&1|
r1
+
|(r2r21)&1|
r &
C
*
}
(rr
*
)&(n&1)2
r
*
_} rr
*
&1 }+ } r1r
*
&1 }&; (3.6.43)
d’autre part, (3.4.3), (3.2.1), (3.6.11), (3.3.4) et (3.6.15) montrent que
|
1
0
1
*
(u, ’1) | pu(x, x1)& pu(x, x*)| du
C
*
dN(x1 , x*)
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+2 .
Par conse quent, en utilisant (3.6.17), on a:
|
71 {(rr1)
&(n&1)2 _ |1&(r
2
1 r
2)|
r1
+
|1&(r2r21)|
r &
_|
1
0
1
*
(u, ’1) | pu(x, x1)& pu(x, x*)| du= d+(r, x)
C } dN(x1 , x*) |71*
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2
_
1
(|(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 d+(r, x)
C
*
.
D’ou le lemme 3.6.15. K
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De monstration du lemme 3.6.16. Quand |(r1 r*)&1|<_0<<1, pour
tout (r, x) # C(N), on note ’C=min(’*, ’1) et ’
C=max(’
*
, ’1). Alors,
pour 0<u1, d’apre s (3.4.4), on a
|1
*
(u, ’1)&1*(u, ’*)|C } u
&3(’C&’C) sh ’Ce&’
2
C 4u.
Donc, quand |(r1 r*)&1|<_0<<1, pour tout (r, x) # 71 , par (3.2.1)
et (3.3.4), on a:
|
1
0
|1
*
(u, ’1)&1*(u, ’*)| pu(x, x*) du
C } (’C&’C) } sh ’C } |
1
0
(u&3e&’
2
C4u) } (u&(n&1)2e&d
2
N (x, x*)8u) du
C
*
} (’C&’C) } sh ’C } _1+ 1(’C+dN(x, x*))n+3&
C _} r1r
*
&1 }+ } rr
*
&1 }
2
& |(rr*)&1|+|(r1 r*)&1|( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+3 ,
en utilisant (3.6.26), (3.6.27) et (3.6.28); (3.6.43) et la de finition de 71
entra@^nent
(rr1)&(n&1)2 _ |1&(r
2
1 r
2)|
r1
+
|1&(r2r21)|
r &
_|
1
0
|1
*
(u, ’1)&1*(u, ’*)| pu(x, x*) du
C
*
} (rr
*
)&(n&1)2
1
r
*
|(r1 r*)&1|+|(rr*)&1|
2
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 .
Par conse quent,
|
71 {(rr1)
&(n&1)2 _ |1&(r
2
1 r
2)|
r1
+
|1&(r2r21)|
r &
_|
1
0
|1
*
(u, ’1)&1*(u, ’*)| pu(x, x*) du= du(r, x)
C ||
71
(rr
*
)&(n&1)2
r
*
|(r1 r*)&1|+|(rr*)&1|
2
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 r
n&1 dr d+N(x)
C, en utilisant (3.3.1).
Ce qui ache ve la de monstration du lemme 3.6.16. K
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De monstration du lemme 3.6.17. Quand |(r1 r*)&1|<_0<<1 et (r, x)
# 71 , on a:
}(rr1)&(n&1)2 1r1 \1&
r21
r2+&(rr*)&(n&1)2
1
r
*
\1&r
2
*
r2 +}
+ }(rr1)&(n&1)2 1r \1&
r2
r21+&(rr*)&(n&1)2
1
r \1&
r2
r2
*
+}
C
*
}
1
r
*
r&(n&1) } r1r
*
&1 }.
De plus, (3.2.1), (3.4.3) et le lemme 3.3.3 ainsi que (3.6.11) donnent
|
1
0
pu(x, x*) 1*(u, ’*) du
C
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 .
Par conse quent,
|
71 {}(rr1)
&(n&1)2 (1&(r
2
1r
2))
r1
&(rr
*
)&(n&1)2
(1&(r2
*
r2))
r
*
}
_|
1
0
1
*
(u, ’
*
) pu(x, x*) du= d+(r, x)
+|
71 {}(rr1)
&(n&1)2 (1&(r
2r21))
r
&(rr
*
)&(n&1)2
(1&(r2r2
*
))
r }
_|
1
0
1
*
(u, ’
*
) pu(x, x*) du= d+(r, x)
C } } r1r
*
&1 } ||71
1
( |(rr
*
)&1|+dN(x, x*))
n+1 d \ rr
*
+ d+N(x)
C
*
.
D’ou le lemme 3.6.17. K
Remarque 3.6.3. 1. On pose
H*2, 1((r, x), (r* , x*))
=(rr
*
)&(n&1)2
1
r \1&
r2
r2
*
+ |
1
0
1
*
(u, ’) pu(x* , x) du, (3.6.44)
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pour tous (r, x), (r
*
, x
*
) # C(N). Alors, il existe une constante C>0 telle
que:
|
7
|H*2, 1((r, x), (r1 , x1))&H*2, 1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C, (3.6.45)
pour tous (r1 , x1){(r*, x*) # C(N). En effet, en remarquant pu(x, y)=pu( y, x), \x, y # N, d’apre s les lemmes 3.6.14, 3.6.15, 3.6.16 et 3.6.17, on
peut le prouver comme la de monstration de la proposition 3.6.4.
2. On remarque que dans le preuve de la proposition 3.6.4, on
n’utilise (principalement) que les conditions suivantes:
pu(x, y)Cu&(n&1)2e&d
2
N (x, y)8u,
|{ (x)N pu(x, y)|Cu
&n2e&d
2
N (x, y)8u, \0<u1;
ainsi que les arguments suivants: les lemmes 3.1.1, 3.1.2 et 3.3.1.
3.7. Les re sultats pour p2
Dans cette section, on va prouver les trois the ore mes suivants:
The ore me 3.3. Soit la premie re valeur propre non nulle de N, *1<n&1;
alors, la transformation de Riesz, {(&2)&12, n’est pas de type faible
( p0 , p0) ou p0=n(n2&- ((n&2)2)2+*1 ). Par conse quent, elle n’est pas
borne e dans L p(C(N)) pour pp0 .
The ore me 3.4. Si *1>n&1; alors, {(&2)&12 est borne de L p(C(N))
dans L p(C(N)) pour tout 2p<+.
The ore me 3.5. On suppose que *1n&1, alors {(&2)&12 est borne
dans L p(C(N)) pour tout 2p<n(n2&- ((&2)2)2+*1 ).
Cette section est organise e de la fac on suivante. Dans la section 3.7.1,
on donne la preuve du the ore me 3.3. Dans la section 3.7.2, on e tudie
l’adjoint de T=(1r) {N(&2)&12. Dans la section 3.7.3, on montre le
the ore me 3.4. Dans la section 3.7.4, on prouve le the ore me 3.5.
3.7.1. {(&2)&12 n’est pas de type faible ( p0 , p0) quand *1<n&1 ou
p0=n(n2&- :2+*1 )
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Dans la suite, on donne la preuve du the ore me 3.3:
D’apre s la proposition 3.2.2,
pu(x, x*)=;0+e
&*1 u.1(x, x*)+Fu
(* )(x, x
*
), \u1,
avec
{(x).1(x, x*)0 sur N
1 _N1 .
Or, .1 # C(N_N) et N_N compacte; donc, sans diminuer la ge ne ralite ,
nous pouvons admettre qu’il existe une constante =>0 assez petite, un syste me
convenable de coordonne es locales [Uj , ,j]1 jN0 et une partition de
l’unite [hj]1 jN0 subordonne e a [Uj , ,j]1 jN0 ainsi que
,
*
: U1 _V1 /N1 _N1  Rn&1_Rn&1
q=(x, x
*
) [ ,
*
(q)=(,1(x), ,*(x*))
=(x1(x), ..., xn&1(x); ,*(x*))
qui satisfont que
.1
x1
(x, x
*
)>=, \(x, x
*
) # U1 _V1 .
De plus, on peut supposer qu’il existe U1*, V 1* deux ensembles ouverts
dans N1 tels que h1(x)=1 pour tout x # U1* , U1*_V1* /U1_V1 et +N(U 1*)
_+N(V1*)>0.
Maintenant, on pose f0(r* , x*)= g(r*) |(x*) ou g(r*)=r*
&np0 ln&2p0 r
*
}
1r*10 , | # C

0 (U1) qui satisfait 0|1 et |(x)=1 pour tout x # U 1*.
Evidemment f0 # L p0(C(N)). On va montrer que:
T11 f0(r, x)=+, \(r, x) # [1, 2]_U1*, (3.7.1)
ou
T11 f0(r, x)=
1
r
h1(x)

x1 |C(N) K((r, x), (r*, x*)) f0(r* , x*) d+(r* , x*).
Tout d’abord, on pose
T111 f0(r, x)=|
C(N)
K111((r, x), (r*, x*)) f0(r* , x*) d+(r* , x*),
T112 f0(r, x)=|
C(N)
K112((r, x), (r*, x*)) f0(r* , x*) d+(r* , x*),
T113 f0(r, x)=|
C(N)
K113((r, x), (r*, x*)) f0(r* , x*) d+(r* , x*),
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avec
K111((r, x)(r* , x*))=
(rr
*
)&(n&1)2
r |
1
0
h1(x)
pu
x1
(x, x
*
) 1(u, ’) du,
K112((r, x), (r* , x*))=
(rr
*
)&(n&1)2
r |
+
1
h1(x)
F u(* )
x1
(x, x
*
) 1(u, ’) du,
K113((r, x), (r* , x*))=
(rr
*
)&(n&1)2
r |
+
1
h1(x)
(e&*1u.1)
x1
(x, x
*
)
_1(u, ’) du,
ou 1(u, ’) est de finit par (2.7), Fu(* ) et .1 sont donne s par la proposition 3.2.2.
Pour tout (r, x) # C(N), on a e videmment
T11 f0(r, x)=T111 f0(r, x)+T112 f0(r, x)+T113 f0(r, x).
Quand r # [1, 2], pour tout x # U1* , d’apre s (3.2.1) et (3.4.1), nous
avons:
|T111 f0(r, x)|
C |
+
10
r
*
n&1 {(rr*)
&(n&1)2
r |
1
0
u&n2[u&1e&(ln 2 (r*r))4u] du=
_r
*
&np0 ln&2p0 r
*
dr
*
C
* |
+
5
s(n&1)2 _|
1
0
u&(n2)&1e&(ln2 s)4u du& ds
C |
+
5
s((n&1)2)&1e&(ln2 s)4 ds d’apre s le lemme 3.3.3
=C
*
.
Ensuite, pour tout (r, x) # [1, 2]_U1*, par (3.2.3), nous avons
|T112 f0(r, x)|
C |
+
10
r
*
n&1 {(rr*)
&(n&1)2
r |
+
1
e&*2*u1(u, ’) du=
_r
*
&np0 ln &2p0 r
*
dr
*
C
* |
+
5
s(n&1)2 _|
+
1
e&*2*u1(u, ln s) du& s&np0 ds
C |
+
1
s(n&1)2 s&- :2+**2&12s&np0 s=C*,
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ou on a de ja utilise le re sultat suivant: pour {0 fixe , il existe une
constante C2({)>0 telle que
0<|
+
1
1(u, ’) e&{u du
=C2({) e&(
- :2+{+12) ’(1+O(e&2’)), \’0.
Enfin, quand (r, x) # [1, 2]_U1*, nous avons
T113 f0(r, x)
=|
C(N) {
(rr
*
)&(n&1)2
r |
+
1
h1(x)
(e&*1 u.1)
x1
(x, x
*
) 1(u, ’) du=
_g(r
*
) |(x
*
) d+(r
*
, x
*
)
= } +N(U1*) |
+
10 \
r
*
r +
(n&1)2
_|
+
1
e&*1u1(u, ’) du&
_r
*
&np0 ln&2p0 r
*
d \r*r +
C
* |
+
5
s(n&1)2s&- :2+*1&12s&np0 ln&2p0 s ds
=+,
en rappelant que p0=n(n2&- :2+*1 )>2.
On a donc montre l’ine galite (3.7.1).
Par conse quent, {(&2)&12 n’est pas de type faible ( p0 , p0) quand
*1<n&1. K
3.7.2. L’adjoint de T=(1r) {N(&2)&12
Soit [Uj , ,j]1 jN0 un syste me quelconque de coordonne es locales sur
N et soit [hj]1 jN0 une partition quelconque d’unite subordonne e a
[Uj , ,j]1 jN0 . Alors, par la compacite de N, il existe une constante C>0
telle que: pour tout 1 jN0 , toute fN # C 0 (N) et tout x # N, on a
C&1h j (x) :
n&1
i=1 }
fN
x i } (x)hj (x) |{N fN(x)|Chj (x) :
n&1
i=1 }
fN
xi } (x).
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Maintenant, pour 1in&1 et 1 jN0 fixe s, on de finit un ope rateur
Tij comme suit:
Tij f (r, x)=
1
r
hj (x)

xi |C(N) K((r, x), (r*, x*)) f (r* , x*) d+(r* , x*)
=|
C(N)
Kij ((r, x), (r*, x*)) f (r* , x*) d+(r* , x*),
pour toute f # C 0 (C(N)), avec
Kij ((r, x), (r* , x*))
=
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 hj (x) |
+
0 \
pu
x i + (x, x*) 1(u, ’) du, (3.7.2)
ou 1(u, ’) est de finit par (2.7).
Alors,
|Tf |(r, x)= :
N0
j=1
h j (x) |Tf |(r, x)t:
i, j
|T ij f | (r, x).
On en de duit que pour tout 1<p<+ fixe , l’ope rateur T est de type
fort ( p, p) si et seulement si les ope rateurs Tij sont de type for ( p, p) pour
tout 1in&1 et tout 1 jN0 .
Pour l’ope rateur Tij , on sait bien que son adjoint est
T*ij f (r, x)=|
C(N)
K*((r, x), (r
*
, x
*
)) f (r
*
, x
*
) d+(r
*
, x
*
),
\f # C 0 (C(N)), (3.7.3)
avec
K*ij ((r, x), (r* , x*))
=
1
r
*
(r
*
r)&(n&1)2 |
+
0
h j (x*)
pu
x
* i
(x
*
, x) 1(u, ’) du. (3.7.4)
3.7.3. {(&2)&12 est de type fort ( p, p) pour tout 2p<+ quand
*1>n&1
Dans cette section, on e tablit le the ore me 3.4. Remarquons que la
compacite de N montre qu’on peut trouver un syste me convenable de coor-
donne es locales [Uj , ,j]1 jN0 tel que pour tout 1 jN0 et tout
x, y # Uj , la ge ode sique minimisant la distance de x a y appartienne a Uj .
Et, comme nous avons analyse dans la section 3.7.2, il nous reste a
de montrer les deux the ore mes suivants:
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The ore me 3.6. Les ope rateurs T*ij sont de type faible (1, 1) pour tout
1in&1 et tout 1 jN0 .
The ore me 3.7. L’adjoint de S=r(&2)&12, S* est de type faible (1, 1).
Il suffira de prouver les deux propositions suivantes:
Proposition 3.7.1. Il existe une constante C>0 telle que pour tout
1in&1 et tout 1 jN0 , on a
|
7
|K*ij ((r, x), (r1 , x1))&K*ij ((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
pour tout (r1 , x1){(r*, x*), ou 7 (resp. K*ij) est donne par (3.6.1) (resp. (3.7.4)).
Proposition 3.7.2. Il existe une constante C>0 telle que pour tout
(r1 , x1){(r*, x*), on a
|
7
|H*((r, x), (r1 , x1))&H*((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
ou
H*((r, x), (r
*
, x
*
))
=(n&1)(rr
*
)&(n&1)2
1
r
*
|
+
0
1(u, ’) pu(x*, x) du
+(rr
*
)&(n&1)2
1
r \1&
r2
r2
*
+ |
+
0
1
*
(u, ’) pu(x* , x) du. (3.7.5)
Cette section est organise e de la fac on suivante. Dans (a), on montre la
proposition 3.7.1. Dans (b), on donne la preuve de la proposition 3.7.2.
(a) Preuve de la proposition 3.7.1. On note
G*ij1((r, x), (r*, x*))
=
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
1
1(u, ’) h j (x*)
pu
x
*i
(x
*
, x) du, (3.7.6)
G*ij2((r, x), (r*, x*))
=
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2 |
1
0
1(u, ’) h j (x*)
pu
x
*i
(x
*
, x) du, (3.7.7)
ou 1(u, ’) est de fini par (2.7).
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Alors,
K*ij ((r, x), (r* , x*))=G*ij1((r, x), (r*, x*))+G*ij2((r, x), (r*, x*)). (3.7.8)
Pour montrer la proposition 3.7.1, on a besoin des deux lemmes
suivants:
Lemme 3.7.1. Soit *1>n&1; alors, il existe une constante C(*1)>0
telle que pour tout (r
*
, x
*
) # C(N), on a:
|
C(N) {
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2 \|
+
1
1 \u, } ln rr
*
}+ e&*1u du+= d+(r, x)<C(*1).
De monstration. En effet, par (3.6.19), on a
|
C(N) {
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2 \|
+
1
1 \u, } ln rr
*
}+ e&*1u du+= d+(r, x)
C(*1) |
+
0
rn&1 _ 1r
*
(rr
*
)&(n&1)2 e&(- :2+*1+12) |ln(rr*)|& dr
C,
car 12+- :2+*1 > 12+- :2+(n&1)=(n&1)2+1.
On a donc de montre ce lemme. K
En remarquant que |hj (x*)(pu x* i)(x* , x)|C } e
&*1u, \u1 gra^ce a
la proposition 3.2.2, on a imme diatement le:
Corollaire 3.7.1. Il existe une constante C>0 telle que pour tout
(r
*
, x
*
) # C(N) et tout (i, j) # [1, ..., n&1]_[1, ..., N0], on a:
|
C(N)
|G*ij1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C.
Le second e nonce est le suivant:
Lemme 3.7.2. Il existe une constante C>0 telle que
|
7
|G*ij2((r, x), (r1 , x1))&G*ij2((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
pour tout (r
*
, x
*
){(r1 , x1) # C(N) et tout (i, j) # [1, ..., n&1]_[1, ..., N0].
De monstration. La preuve de ce lemme est analogue a celle de la
proposition 3.6.1. K
195TRANSFORMATION DE RIESZ
De monstration de la proposition 3.7.1. D’apre s (3.7.8), le corollaire 3.7.1
et le lemme 3.7.2, on a:
|
7
|K*ij ((r, x), (r1 , x1))&Kij*((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)C.
D’ou la proposition 3.7.1. K
(b) Preuve de la proposition 3.7.2. De montrons la proposition 3.7.2,
nous notons:
H*1, 1((r, x), (r*, x*))=(n&1)(rr*)
&(n&1)2 1
r
*
|
1
0
1(u, ’) pu(x*, x) du,
H*1, 2((r, x), (r*, x*))=(n&1)(rr*)
&(n&1)2 1
r
*
|
+
1
1(u, ’) Fu(x*, x) du,
H*1, 3((r, x), (r*, x*))=(n&1)(rr*)
&(n&1)2 1
r
*
|
+
1
1(u, ’) du } ;0 ,
H*2, 2((r, x), (r*, x*))=(rr*)
&(n&1)2 1
r \1&
r2
r2
*
+
_|
+
1
1
*
(u, ’) Fu(x*, x) du,
H*2, 3, 1((r, x), (r*, x*))=(rr*)
&(n&1)2 1
r |
+
1
1
*
(u, ’) du } ;0 ,
H*2, 3, 2((r, x), (r*, x*))=(rr*)
&(n&1)2 1
r \&
r2
r2
*
+ |
+
1
1
*
(u, ’) du } ;0 ,
H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))=H*1, 3((r, x), (r*, x*))+H*2, 3, 2((r, x), (r* , x*))
=;0 } (rr*)
&(n&1)2 1
r
*
__(n&1) |
+
1
1(u, ’) du&
r
r
*
|
+
1
1
*
(u, ’) du&
ou 1(u, ’), 1
*
(u, ’) et Fu(x* , x) sont donne s respectivement par (2.7),
(2.8) et (3.2.4). Alors,
H*=H*1, 2+H*1, 1+H*1, 3+H*2, 2+H*2, 3, 1+H*2, 3, 2+H*2, 1
=H*1, 2+H*1, 1+H*^ +H*2, 2+H*2, 3, 1+H*2, 1 , (3.7.9)
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ou H*2, 1 est donne par (3.6.44). Pour prouver la proposition 3.7.2, il suffit
de de montrer les lemmes suivants:
Lemme 3.7.3. Il existe une constante C>0 telle que
|
C(N)
[ |H*1, 1((r, x), (r* , x*))|+|H*1, 2((r, x), (r*, x*))|] d+(r, x)
+|
C(N)
[ |H*2, 2((r, x), (r* , x*))|+|H*2, 3, 1((r, x), (r*, x*))|] d+(r, x)
<C,
pour tout (r
*
, x
*
) # C(N).
De monstration. D’apre s le lemme 3.6.9, on obtient:
|
C(N)
|H*1, 1((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C, \(r*, x*) # C(N).
Puis, quand *1>n&1, en remarquant que |Fu(x, y)|C } e&*1u, \u1,
\x, y # N, le lemme 3.7.1 entra@^ne
|
C(N)
|H*1, 2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C, \(r*, x*) # C(N).
Comme *1>n&1, (3.6.37) montre que:
|
C(N)
|H*2, 2((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)C, \(r*, x*) # C(N).
On de duit de (3.5.4) que
|
C(N)
|H*2, 3, 1((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)C, \(r* , x*) # C(N).
D’ou le lemme 3.7.3. K
Lemme 3.7.4. Il existe une constante C>0 telle que
|
C(N)
|H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))| d+(r, x)<C, \(r
*
, x
*
) # C(N).
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De monstration. En effet,
|
C(N)
|H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))| d+(r, x)
=||
rr*1000
|H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))| d+(r, x)
+||
rr*>1000
|H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))| d+(r, x).
D’apre s la de finition de H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
)), (3.5.1) et (3.5.4), on a
||
rr*1000
|H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))| d+(r, x)<C.
Par ailleurs, (3.5.2) et (3.5.3) prouvent que quand ’=ch&1((r2+r2
*
)2rr
*
)
=ln(rr
*
)>ln 1000, on a:
|
+
1
1(u, ’) du=
2(1&n)2
- ?
1((n&1)2)
1(n2)
(ch ’)&(n&1)2(1+0((ch ’)&2)),
|
+
1
1
*
(u, ’) du=
2(1&n)2
- ?
1((n&1)2)
1(n2)
n&1
2
(ch ’)&((n&1)2)&1
_(1+0((ch ’)&2)).
Il s’ensuit que quand t=rr
*
>1000,
}(n&1) |
+
1
1(u, ’) du&
r
r
*
|
+
1
1
*
(u, ’) du }Ct&(n+3)2
Par conse quent
|
rr*>1000
|H*^ ((r, x), (r
*
, x
*
))| d+(r, x)C.
Ce qui termine la preuve. K
Lemme 3.7.5. Il existe une constante C>0 telle que
|
7
|H*2, 1((r, x), (r1 , x1))&H*2, 1((r, x), (r*, x*))| d+(r, x)<C,
pour tous (r1 , x1){(r*, x*) # C(N).
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De monstration. Ce re sultat a e te e nonce dans la remarque 3.6.3 (voir
(3.6.45)). K
3.7.4. {(&2)&12 est borne dans L p(C(N)) pour 2p<n(n2&- :2+*1 )
quand *1n&1
Le but de cette section est de de montrer le the ore me 3.5. Dans cette
section, on suppose toujours que *1n&1. On utilise les me^mes notations
qu’aux sections 3.7.2 et 3.7.3. Alors, pour prouver le the ore me 3.5, il suffit
de montrer que les ope rateurs T*ij (1in&1, 1 jN0) et l’adjoint de
r(&2)&12 sont borne s dans Lq(C(N)) pour tout n(n2+- :2+*1 )<
q2. Cette section est organise e de la fac on suivante. Dans (a), on
montre que les ope rateurs T*ij (1in&1, 1 jN0) sont de type fort
(q, q) pour tout n(n2+- :2+*1 )<q2. Dans (b), on prouver que
(r(&2)&12)* est borne dans Lq(C(N)) pour tout n(n2+- :2+*1 )
<q2.
(a) Les ope rateurs T*ij (1in&1, 1 jN0) sont de type fort (q, q)
pour tout n(n2+- :2+*1 )<q2. Soient T*ij1 et T*ij2 de finis par:
T*ij1 f (r, x)=|
C(N)
G*ij1((r, x), (r* , x*)) f (r*, x*) d+(r*, x*), (3.7.10)
T*ij2 f (r, x)=|
C(N)
G*ij2((r, x), (r* , x*)) f (r*, x*) d+(r*, x*), (3.7.11)
pour toute f # C 0 (C(N)) et tout (r, x) # C(N), ou G*ij1 (resp. G*ij2) est
donne par (3.7.6) (resp. (3.7.7)). Par (3.7.8) et (3.7.3), on a:
T*ij f (r, x)=T*ij1 f (r, x)+T*ij2 f (r, x),
\(r, x) # C(N), \f # C 0 (C(N)). (3.7.12)
On commence par montrer que pour n(n2+- :2+*1 )<q<+ fixe ,
il existe une constante Cq>0 telle que:
&T*ij1 f &qCq & f &q , \f # Lq(C(N)).
En effet, quand 1<q$<n(n2&- :2+*1 ), soient f # Lq(C(N)) et (r, x)
# C(N), en remarquant que |{x pu(x, y)|C } e&*1u, \u1, \x, y # N (voir
la proposition 3.2.2), on a:
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|T*ij1 f (r, x)|_|C(N) |G*ij1((r, x), (r*, x*))|q$ d+(r*, x*)&
1q$
& f &q
C
*
& f &q {|
+
0
r
*
n&1 }(rr*)&(n&1)2 1r
*
_|
+
1
e&*1 u1(u, ’) du }
q$
dr
*=
1q$
C & f &q r&nq {|
+
0
sn&1
__s&(n+1)2 |
+
1
e&*1u1(u, |ln s| ) du&
q$
ds=
1q$
.
On de duit de (3.6.19) que quand q$<n(n2&- :2+*1 ), il existe une
constante C(n, Vol(N), q, *1)>0 telle que pour toute f # Lq(C(N)) et tout
(r, x) # C(N), on a:
|T*ij1 f (r, x)|C(n, Vol(N), q, *1) } r&nq & f &q .
Par conse quent, pour tout *>0, on a:
+[(r, x); |T*ij1 f (r, x)|>*]+[(r, x); Cr&nq & f &q>*]C* \& f &q* +
q
.
On en de duit que T*ij1 est de type faible (q, q) pour tout n(n2+
- :2+*1 )<q<+. Par conse quent, d’apre s le the ore me d’interpolation
de Marcinkiewicz, T*ij1 est borne dans Lq(C(N)) pour tout n(n2+
- :2+*1 )<q<+. En particulier, T*ij1 est de type fort (2, 2); or, T*ij=
T*ij1+T*ij2 (voir (3.7.12)) est de type fort (2, 2), on en de duit que T*ij2
(de fini par (3.7.1)) et aussi de type fort (2, 2); d’apre s le lemme 3.7.2 et la
the orie des inte grales singulie res dans [CW], on conclut que T*ij2 est de
type faible (1, 1) et de type fort (q, q) pour tout 1<q2. Par conse quent,
T*ij=T*ij1+T*ij2 est de type fort (q, q) pour tout n(n2+- :2+*1 )<q2.
D’ou le re sultat cherche .
(b) (r(&2)&12)* est borne dans Lq(C(N)) pour tout n(n2+
- :2+*1 )<q2. On veut de montrer que l’adjoint de S=r(&2)&12,
S*, est borne dans Lq(C(N)) pour tout n(n2+- :2+*1 )<q2. On
rappelle que son noyau inte gral est e gale a &12H* (voir (3.7.5)), on note:
H*CC=H*1, 1+H*^ +H*2, 1+H*2, 3, 1 . (3.7.13)
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Alors, (3.7.9) donne
H*=H*CC+H*1, 2+H*2, 2 .
Soient S*C et S*CC de finis par:
S*C f (r, x)=& 12 |
C(N)
(H*1, 2+H*2, 2)((r, x), (r*, x*)) f (r*, x*) d+(r* , x*),
S*CC f (r, x)=& 12 |
C(N)
H*CC((r, x), (r* , x*)) f (r* , x*) d+(r* , x*),
pour tout (r, x) # C(N) et toute f # C 0 (C(N)).
Alors,
S*f (r, x)=S*C f (r, x)+S*CC f (r, x), \(r, x) # C(N), (3.7.14)
pour toute f # C 0 (C(N)).
On commence par montrer que pour n(n2+- :2+*1 )<q<+ fixe ,
il existe une constante Cq>0 telle que:
&S*C f &qCq & f &q , \f # Lq(C(N)).
En effet, (3.6.19) et (3.6.37) entra@^nent
&H*1, 2((r, x), } )&Lq$+&H*2, 2((r, x), } )&Lq$Cr&nq, \(r, x) # C(N).
On en de duit que pour n(n2+- :2+*1 )<q<+ fixe , il existe une
constante Cq>0 telle que:
|S*C f (r, x)|Cqr&nq & f &q , \(r, x) # C(N),
pour toute f # Lq(C(N)).
Par conse quent, pour tout *>0, on a
+[(r, x) # C(N); |S*C f (r, x)|>*]+[(r, x) # C(N); Cqr&nq & f &q>*]
C
* \& f &q* +
q
.
En d’autres termes, S*C est de type faible (q, q) pour tout n(n2+
- :2+*1 )<q<+; d’apre s le the ore me d’interpolation de Marcinkiewicz,
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il est aussi de type fort (q, q) pour tout n(n2+- :2+*1 )<q<+. En
particulier, S*C est de type fort (2, 2). En rappelant que S* est de type fort
(2, 2), (3.7.14) montre que S*CC est aussi de type fort (2, 2).
Et, on rappelle que dans le lemme 3.7.3, on a de montre que:
|
C(N)
[ |H*1, 1((r, x), (r*, x*))|+|H*2, 3, 1((r, x), (r*, x*))|]
_d+(r, x)<C, \(r
*
, x
*
) # C(N),
(on remarque que les re sultats pre ce dents sont inde pendants de *1), d’apre s
les lemmes 3.7.4 et 3.7.5, on en de duit qu’il existe une constante C>0 telle
que:
|
7
|H*CC((r, x), (r1 , x1))&H*CC((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)<C, (3.7.15)
pour tous (r1 , x1){(r*, x*) # C(N), ou 7 est de finit par (3.6.1) et H*CC est
donne par (3.7.13).
D’apre s la the orie des inte grales singulie res dans [CW], on en de duit
que S*CC est de type faible (1, 1) et de type fort (q, q) pour tout 1<q2.
Il s’ensuit que l’adjoint de S=r(&2)&12, S*=S*C+S*CC , est borne
dans Lq(C(N)) pour tout n(n2+- :2+*1 )<q2.
On a le re sultat cherche .
4. DEUXIE ME PARTIE: C(N)=R+_N AVEC N NON COMPACTE
Dans cette partie, on va de montrer les the ore mes II, III et IV. Cette
partie est organise e de la fac on suivante. Dans la section 4.1, on donne
principalement des estimations de
sup
0< y1
y=&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln y| ) u&&0e&*2ue&+0 (d 24u) du
ou =0,
sup
y1
y$&(n&1)2 |
+
0
1(u, ln y) u&&0e&*2ue&+0(d24u) du
ou $n&1.
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Dans la section 4.2, on donne principalement des estimations de
sup
0< y1
y=&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, |ln y| ) e&&0e&*2ue&+0(d 24u) du
ou =0,
sup
y1
y$+2&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, ln y) u&&0e&*2ue&+0(d24u) du
ou $<n&1.
Dans la section 4.3, on donne des estimations du noyau de la chaleur sur
les varie te s comple tes, non compactes a courbure de Ricci &k0 (k00).
Dans la section 4.4, on donne la preuve des the ore mes II et III. Dans la
section 4.5, on prouve le the ore me IV.
4.1. Estimations de sup0< y1 y=&(n&1)2 +0 1(u, |ln y| )
_u&&0 e&*2ue&+0(d 24u) du (=0)
Lemme 4.1.1. Soient &00, *>0, \*>0 et
1
2+01 fixe s. Alors, il
existe deux constantes C(n, \
*
, &0), C(n, *, \*, &0)>0 telles que pour toutd 2+’2\
*
avec ’, d0, on a:
|
+
0
1(u, ’) u&&0e&+0 (d 24u) du
C(n, \
*
, &0) }
1+’
e’2
_{(’
2+d 2)&(&0+12)
(’2+d 2)&12(&0+1) e&: - ’2++0d 2
si n=2,
si n3;
(4.1.1)
|
+
0
1(u, ’) u&&0e&*2ue&+0 (d24u) du
C(n, *, \
*
, &0) }
1+’
e’2
_e&- : 2+*2 - ’2++0d 2(’+d )&(&0+1); (4.1.2)
ou 1(u, ’) est donne par (2.7).
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De plus, il existe une constante C(n, &0)>0 telle que pour tout ’, d0,
on a:
|
+
1
1(u, ’) u&&0e&+0 (d 24u) du
C(n, &0) } e&((n&1)2) ’_{(1+’)
&2&0
(1+’)&&0
si n=2,
si n3.
(4.1.3)
De monstration. En effet, on a d’abord:
|
+
0
1(u, ’) u&&0e&+0 (d 24u) du
=\ 12?+
32
|
+
’
t
- ch t&ch ’
_{|
+
0
u&32e&:2ue&t 24u } u&&0e&+0 (d24u) du= dt
|
+
’
t
- ch t&ch ’
dt
_{|
+
0
u&(&0+(12))&1e&(’2++0 d2)4u du,
|
+
0
u&(&0+(12))&1e&:2ue&(’2++0d 2)4u du,
si n=2,
si n3.
Or, pour tout ’0, on a:
|
+
’
t
- ch t&ch ’
dtC(1+’) e&’2.
Quand n3, pour tout d 2+’2\
*
>0, par [MOS, pp. 85, 139], on a:
|
+
0
u&(&0+(12))&1e&:2ue&(’2++0d 2)4u du
=2 \ :
2
(’2++0 d 2)4+
12(&0+(12))
K&0+(12)(: - ’
2++0d 2)
C(n, \
*
, &0) } (’2+d 2)&12(&0+1) e&:
- ’2++0 d
2
. (4.1.4)
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Quand n=2, on tire facilement
|
+
0
u&(&0+(12))&1e&(’2++0 d2)4u du
C(&0) } (’2+d 2)&(&0+(12)). (4.1.5)
On a donc (4.1.1).
De la me^me fac on, on peut de duire (4.1.2).
Enfin (4.1.1) et (3.5.1) donnent (4.1.3). K
Proposition 4.1.1. Soient =, *>0, &00, \*>0 et
1
2+01 fixe s.
Alors, il existe deux constantes C(=, n, \
*
, &0), C(*, &0 , \* , =, n)>0 tellesque pour tout d\
*
,
sup
0< y1
y=&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) u&&0e&+0 (d24u) du
C(=, n, \
*
, &0)_{d
&2(&0+(12))
e&- =*(2:&=*) } +0 d
si n=2,
si n3,
(4.1.6)
sup
0< y1
y=&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) u&&0e&*2ue&+0 (d 24u) du
C(*, &0 , \*, =, n) } d
&&0e&d - +0 - *2+=*(2:&=*), (4.1.7)
ou ’=ln(1y)=ch&1((1+ y2)2y)0 et =
*
=min(=, :).
De plus, il existe une constante C(n, \
*
, &0)>0 telle que pour tout d\* ,
sup
0< y1
y&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln y| ) u&&0e&+0 (d24u) du
C(n, \
*
, &0) } d &2&0. (4.1.8)
De monstration. Quand d\
*
>0, d’apre s le lemme 4.1.1, on a
sup
0< y1
y=&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln y| ) u&&0e&+0 (d24u) du
C sup
’0
e(:&=) ’e&: - ’2++0d2
_{
1+’
(’2+d 2) (&0+(12))
1
si n=2,
si n3.
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Quand n3, on remarque que pour la fonction
f (’) =de f e:(’&- ’ 2++0d 2)&=*’, ’0, ou 0<=
*
=min(=, :):.
On a:
f $(’)=e:(’&- ’2++0d2)&=*’ _: \1& ’- ’2++0 d 2+&=*& .
On en de duit que f (’) atteint sa valeur maximale au point ’=’0 avec
: \1& ’0- ’20++0d 2+==* O ’0=- +0 d \1&
=
*
: +
1
- 1&(1&(=
*
:))2
.
Par conse quent, quand n3, pour tout d\
*
, on a:
sup
0< y1
y=&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln y| ) u&&0e&+0 (d24u) du
Ce&- =*(2:&=*) } +0 d.
On a donc de montre (4.1.6).
La de marche pre ce dente et (4.1.2) permettent de de duire (4.1.7).
Pour montrer (4.1.8), il suffit de remarquer que quand d\
*
>0,
d’apre s (4.1.1), on a:
sup
0< y1
y&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln y| ) u&&0e&+0 (d24u) du
C
*
(n, \
*
, &0) sup
’0
e&:+0d2(- ’2++0d 2+’) {d
&2&0
(’+d )&&0
si n=2
si n3.
Ceci ache ve la preuve de la proposition 4.1.1. K
Corollaire 4.1.1. Soient $<n&1, &00, *, \*>0 et
1
2+01 fixe s.
Alors, il existe deux constantes C($, n, \
*
, &0), C(*, &0 , \* , $, n)>0 tellesque pour tout d\
*
, on a:
sup
y1
y$&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) u&&0e&+0(d24u) du
C($, n, \
*
, &0)_{d
&2(&0+(12))
e&- (:&$*)(:+$*) } +0 d
si n=2,
si n3,
(4.1.9)
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sup
y1
y$&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) u&&0e&*2ue&+0 (d24u) du
C(*, &0 , \*, $, n) } d
&&0e&d - +0 - *2+(:&$*)(:+$*), (4.1.10)
ou ’=ln y=ch&1((1+ y2)2y)0 et $*=max(0, $&(n2)).
De plus, il existe une constante C(\
*
, &0 , n)>0 telle que pour tout d\* ,on a
sup
y1
y(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) u&&0e&+0 (d24u) duC(\
*
, &0 , n) d &2&0. (4.1.11)
De monstration. On remarque que:
’x*=ch
&1 1+x
2
*
2x
*
=ch&1
1+x21
2x1
=’x1 , \x* } x1=1.
On en de duit que:
sup
y1
y$&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’y) u&&0e&+0 (d
24u) du
= sup
0<x1
x[(n&1)&$]&(n&1)2 } |
+
0
1(u, ’x) u&&0e&+0 (d
24u) du.
Donc, d’apre s (4.1.6), on obtient (4.1.9).
De la me^me fac on, on conclut (4.1.10) de (4.1.7) et on de duit (4.1.11)
de (4.1.8). K
4.2. Estimations de sup0< y1 y=&(n+1)2 +0 1*(u, |ln y| )_
u&&0 e&*2ue&+0 (d 24u) du (=0)
Proposition 4.2.1. Soient =, *>0, &00, \*>0 et
1
2+01 fixe s.
Alors, il existe deux constantes C(=, n, \
*
, &0), C(*, &0 , \* , =, n)>0 tellesque pour tout d\
*
, on a les ine galite s:
sup
0< y1
y=&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, ’) u&&0e&+0(d24u) du
C(=, n, \
*
, &0)_{d
&2(&0+(12))
e&- =*(2:&=*) } +0 d
si n=2,
si n3,
(4.2.1)
sup
0< y1
y=&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, ’) u&&0e&*2ue&+0 (d 24u) du
C(*, &0 , \*, =, n) } d
&&0e&d - +0 - *2+=*(2:&=*), (4.2.2)
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ou 1
*
(u, ’) est donne par (2.8), ’=ln(1y)=ch&1((1+ y2)2y)0 et
=
*
=min(=, :).
De monstration. D’apre s (3.4.5) et le the ore me 3.1 de [DM, p. 186],
on a
1
*
(u, ’)tu&2(1+’) e&(32) ’e&’24u(1+’+u)12 e&:2u, \’, u0.
Par conse quent:
|
+
0
1
*
(u, ’) u&&0e&+0 (d24u) du
C
1+’
e(32) ’
} _(1+’)12 |
+
0
u&(&0+1)&1e&:2ue&(’2++0d2)4u du
+|
+
0
u&(&0+(12))&1e&:2ue&(’2++0d2)4u du& .
Mais, par (4.1.4) et (4.1.5), quand :=(n&2)2>0, on a:
|
+
0
u&(&+(12))&1e&:2ue&(’2++0d2)4u du
C(’2+d 2)&12(&+1)e&: - ’2++0d 2,
de plus,
|
+
0
u&(&+(12))&1e&(’2++0d2)4u duC(&) } (’2+d 2)&(&+(12)).
Donc, pour tout d\
*
, on a:
|
+
0
1
*
(u, ’) u&&0e&+0 (d 24u) du
C(n, \
*
, &0) } e&(32) ’e&:
- ’2++0d
2
(1+’)
_{(’+d )
&2&0&1,
(’+d )&&0&1,
si n=2,
si n3.
(4.2.3)
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Par conse quent, quand d\
*
, on a
sup
0< y1
y=&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, |ln y| ) u&&0e&+0 (d 24u) du
C(n, \
*
, &0) sup
’0
e(:&=) ’e&: - ’2++0d 2
_{
1+’
(’2+d 2) (&0+(12))
1
si n=2
si n3
C(=, n, \
*
, &0)_{d
&2(&0+(12))
e&- =*(2:&=*) } +0 d
si n=2,
si n3,
comme on a obtenu dans la preuve de la proposition 4.1.1.
De la me^me fac on, on peut montrer (4.2.2). K
Remarque. Si on pose +0=d=1 dans (4.2.3), on en de duit que:
|
+
1
1
*
(u, ’) u&&0 duC(&0 , n) e&(:+(32)) ’
_{(1+’)
&2&0
(1+’)&&0
si n=2,
si n3.
(4.2.4)
Corollaire 4.2.1. Soient $<n&1, &00, *, \*>0 et
1
2+01 fixe s.
Alors, il existe deux constantes C($, n, \
*
, &0), C(*, &0 , \* , $, n)>0 tellesque pour tout d\
*
, on a:
sup
y1
y$+2&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, ’) u&&0e&+0 (d24u) du
C($, n, \
*
, &0)_{d
&2(&0+(12))
e&d - (:+$*)(:&$*) } +0
si n=2,
si n3,
(4.2.5)
sup
y1
y$+2&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, ’) u&&0e&*2ue&+0 (d 24u) du
C(*, &0 , \*, $, n) } d
&&0e&d - +0 - *2+(:+$*)(:&$*), (4.2.6)
ou ’=ln y=ch&1((1+ y2)2y)0 et $*=max(0, $&(n2)).
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De monstration. Or, on remarque que:
sup
y1
y$+2&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, ln y) u&&0e&+0 (d24u) du
= sup
0<x1
x (n&1&$)&(n+1)2 |
+
0
1
*
(u, |ln x| ) u&&0e&+0(d24u) du.
D’apre s (4.2.1), on obtient (4.2.5).
De la me^me fac on, (4.2.2) donne (4.2.6). K
4.3. Des proprie te s des varie te s comple tes, non compactes
a courbure de Ricci minore e
Dans cette section, on suppose toujours que N est une varie te rieman-
nienne comple te, non compacte de dimension n&11, a courbure de
Ricci &k0 (k00).
Lemme 4.3.1. Soit r>0 fixe . Alors, il existe une constante C(n, k0 , r)
>0 telle que pour tout x # N, on a:
+N(BN( y, 2s) & BN(x, r))C(n, k0 , r) } +N(BN( y, s) & BN(x, r)), (4.3.1)
pour tout y # BN(x, r) et tout s0.
De monstration. On remarque que quand s2r ou s=0, l’ine galite
(4.3.1) est triviale. Donc, dans la suite, on peut supposer que 0<s<2r.
On va prouver qu’il existe x
*
# BN(x, r) tel que:
BN \x* , s8+/BN( y, s) & BN(x, r).
De deux choses l’une:
(A) Soit dN(x, y)<r3, on a e videmment BN( y, s8)/BN( y, s) &
BN(x, r).
(B) Soit dN(x, y)r3, puisque N est comple te, on en de duit qu’il
existe x
*
# BN(x, dN(x, y))/BN(x, r) telle que:
dN(x, y)=dN(x, x*)+dN(x*, y) avec dN(x* , y)=
s
7
<
2
7
r<dN(x, y).
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On remarque que BN(x*, s8)/BN(x, r) & BN( y, s), d’apre s ‘‘Bishop
Volume Comparison Theorem’’ (voir le the ore me 1.3 de [YS]) et dN(x*, y)
=s7, on a:
+N(BN( y, s) & BN(x, r))C+N(BN( y, 2s) & BN(x, r)).
D’ou le lemme 4.3.1. K
Proposition 4.3.1. Si n2 et le noyau de la chaleur sur N, pu(x, y),
satisfait la condition suivante:
pu(x, x)C_{u
&(n&1)2
u&;
quand 0<u1,
quand u1,
(4.3.2)
pour tout x # N. Alors, pour 0<$0<1 fixe , il existe des constantes telles que
pour tous x, y # N, on a:
pu(x, y)C($0)_{
u&(n&1)2e&$0 (d
2
N (x, y)4u)
si 0<u1,
u&;e&$0 (d
2
N (x, y)4u)
si u1;
(4.3.3)
|{x pu(x, y)|C($0 , k0)_{
u&n2e&$0 (d
2
N (x, y)4u)
si 0<u1,
u&;(k0+u&12) e&$0 (d
2
N (x, y)4u)
si u1;
(4.3.4)
|{y{x pu(x, y)|C($0 , k0) } u&(n+1)2e&$0(d
2
N (x, y)4u)
si 0<u1. (4.3.5)
De plus, si le tenseur de courbure et ses premie res de rive es covariantes sont
borne es; alors, pour tout 0<$0<1, il existe C($0)>0 telle que:
|{x{x p(x, y)|C($0) } u&(n+1)2e&$0 (d
2(x, y)4u),
\x, y # N, \0<u1. (4.3.6)
De monstration. D’apre s ‘‘Remark-Theorem 3.1’’ de [G, p. 47], on peut
obtenir (4.3.3); ensuite, d’apre s (4.3.3), en utilisant le the ore me 6 de [D1],
on en de duit que (4.3.4). Puis, d’apre s (4.3.4), le the ore me 3 de [D1] et
le the ore me 2.1 de [Lj], on obtient (4.3.5). Enfin, d’apre s (4.3.3), le
the ore me 3 de [D1], (4.3.4) ainsi que le the ore me 2.2 de [Lj], on en de duit
que (4.3.6). K
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En remarquant que si la relation (1.4) est satisfaite, d’apre s ‘‘Remark-
Theorem 3.1’’ de [G, p. 47], on sait que (4.3.2) est vraie avec ;=0. Donc,
on a le:
Corollaire 4.3.1. Si l ’estimation (1.4) est satisfaite; alors, (4.3.3),
(4.3.4) et (4.3.5) sont valables avec ;=0.
De plus, on a le:
Corollaire 4.3.2. Si N est comme dans la proposition 4.3.1, on suppose
de plus que N posse de un rayon d ’injectivite r0>0 et si le tenseur de courbure
et ses premie res de rive es covariantes sont borne . Alors, les estimations
(4.3.3), (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.6) sont vraies avec ;=0.
De monstration. Sous l’hypothe se de ce corollaire, l’estimation (1.4) est
satisfaite gra^ce a un re sultat de [CLY]; On de duit du corollaire pre ce dent
ce corollaire.
Dans le cas ou N est un espace syme trique de type non compact, on
peut consulter directement [A1, AJ] voir [LR, AL, A2, DM] (ou [D2]),
[Z, S1, S2], etc. pour quelques espaces syme triques spe ciaux de type non
compact. K
Lemme 4.3.2. Soit r>0 et m # N* fixe s. Soit [BN(x j , r)]j=1 une famille
maximale de boule de rayon r, deux a deux disjointes. Alors, il existe un
entier }(k0 , n, m, r)>0 tel que chaque boule BN(x j0 , 2
mr) rencontre au plus
}(k0 , n, m, r) autres boules BN(x j , 2mr).
De monstration. D’apre s le ‘‘Bishop Volume Comparaison Theorem’’,
voir le the ore me 1.1.3 de [YS], en utilisant la me^me de marche que pour la
de monstration du lemme 5 de [AL]; on obtient imme diatement ce lemme.
K
4.4. De monstration du the ore me II et du the ore me III
Le but de cette section est de montrer les the ore mes II et III. Pour y # N
et 0<#01 fixe s, on de finit les ope rateurs suivants:
T ( y, #0)1 f (r, x)=1[x  BN ( y, 2&6#0)] }
1
r
{N(&2)&12 f (r, x),
T ( y, #0)2 f (r, x)=1[x # BN ( y, 2&6#0)] }
1
r
{N(&2)&12 f (r, x),
212 HONG-QUAN LI
S ( y, #0)1, 1 f (r, x)=1[x  BN ( y, 2&6#0)] \&12+ |C(N) H1((r, x), (r*, x*))
_f (r
*
, x
*
) d+(r
*
, x
*
),
S ( y, #0)2, 1 f (r, x)=1[x  BN ( y, 2&6 #0)] \&12+ |C(N) H2((r, x), (r* , x*))
_f (r
*
, x
*
) d+(r
*
, x
*
),
S ( y, #0)2 f (r, x)=1[x # BN ( y, 2&6#0)] }

r
(&2)&12 f (r, x),
pour tout (r, x) # C(N) et toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)), ou H1 et H2
sont donne s par (3.6.7).
Cette section est organise e de la fac on suivante. Dans la section 4.4.1, on
donne les estimations de |T ( y, #0)1 f (r, x)|, |S
( y, #0)
1, 1 f (r, x)| et |S
( y, #0)
2, 1 f (r, x)|
avec f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)). Dans la section 4.4.2, on e tudie les
proprie te s des deux ope rateurs T ( y, #0)2 et S
( y, #0)
2 . A la section 4.4.3, on
prouve le the ore me II. Dans la section 4.4.4, on montre le the ore me III.
4.4.1. Estimation de |T ( y, #0)1 f |, |S
( y, #0)
1, 1 f | et |S
( y, #0)
2, 1 f |
Le but de cette section est de montrer que pour tout 1<p<n fixe , il
existe deux constantes CC , =C>0 telle que pour tout y # N et toute
f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)), on a:
|1[x  BN ( y, 2&6#0)] {(&2)
&12 f (r, x)|
CCr&np & f &p } 1[x  BN ( y, 2&6#0)] } e&=C dN (x, y).
On commence par e tablir le:
The ore me 4.1. Si n3, et si l ’estimation (1.4) est satisfaite. Alors, pour
tout 1<p<n et 0<#01 fixe s, il existe deux constantes CC>0 (qui ne
de pend que de n, p, #0 et la constante dans (1.4)) et =C==(n, p)>0 telles que
pour tout y # N et toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)), on a:
|T ( y, #0)1 f (r, x)|CCr
&np } 1[x  BN ( y, 2&6#0)] e
&=CdN (x, y) & f &p .
De monstration. Pour tout 1<p<n et toute f # C0 (R
+_BN( y, 2&8#0)),
d’apre s l’ine galite de Ho lder, on a
|T ( y, #0)1 f (r, x)|\|C(N) |G( y, #0)((r, x), (r* , x*))| p$ d+(r*, x*)+
1p$
& f &p ,
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ou
G( y, #0)((r, x), (r
*
, x
*
))
=G((r, x), (r
*
, x
*
)) } 1[x  BN( y, 2&6#0)] } 1[x* # BN( y, 2&8#0)] ,
avec G((r, x), (r
*
, x
*
)) de fini par (3.6.4).
D’apre s le corollaire 4.3.1 (on pose $0= 12 et ;=0 dans (4.3.4)), en
remarquant que supy # N +N(BN( y, 2&8#0))C(k0), on en de duit que:
\|C(N) |G( y, #0)((r, x), (r* , x*))| p$ d+(r*, x*)+
1p$
=\|
+
0
r
*
n&1 dr
* |BN ( y, 2&8#0) |G
( y, #0)((r, x), (r
*
, x
*
))| p$ d+N(x*)+
1p$
C(k0 , C) } r&np } 1[x  BN ( y, 2&6#0)]
_{|
+
0
sn&1 } s&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )[u&n2+1]
_e&(dN (x, y)&2&8#0)28u du }
p$
ds=
1p$
.
Or, pour tout x  BN( y, 2&6#0), on a:
{|
1
0
sn&1 } s&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )[u&n2+1]
_e&(dN(x, y)&2&8#0)28u du }
p$
ds=
1p$
 sup
0<s1
s(n&1)p$&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )[u&n2+1]
_e&(dN(x, y)&2&8#0)28u du
C
*
( p, n, #0) } e&dN (x, y) =1 (n, p) par (4.1.6),
ou =1(n, p)=- =*(2:&=*) }
1
2>0 avec =*=min((n&1)p$, :).
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De la me^me fac on, pour tout x  BN( y, 2&6#0), en posant =*(n, p)=1
2 (n& p)(n&1)>0 de telle sorte que (n+=*(n, p))n$<n&1, on a:
{|
+
1
sn&1 } s&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )[u&n2+1]
_e&(dN(x, y)&2&8 #0)28u du }
p$
ds=
1p$

1
=
*
(n, p)
sup
s1
s(n+=*(n, p))p$&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )[u&n2+1]
_e&(dN(x, y)&2&8 #0)28u du
C( p, n, #0) } e&=2 (n, p) dN (x, y) d’apre s (4.1.9),
ou =2(n, p)=- (12)(:2&$2*(n, p))>0 avec $*(n, p)=max(0, (n+=*(n, p))p$&(n2)).
En posant =(n, p)=min(=1(n, p), =2(n, p)), on obtient le the ore me 4.1. K
The ore me 4.2. Si n3 et si l ’estimation (1.4) est satisfaite. Alors, pour
tout 1<p<n et 0<#01 fixe s, il existe deux constantes CC , =C>0 telles
que pour tout y # N et toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)), on a:
|S ( y, #0)1, 1 f (r, x)|CCr
&np 1[x  BN( y, 2&6#0)]e
&=C dN (x, y) & f &p ,
|S ( y, #0)2, 1 f (r, x)|CCr
&np 1[x  BN( y, 2&6#0)]e
&=C dN (x, y) & f &p .
De monstration. La preuve de ce the ore me est analogue a celle du
the ore me 4.1, il suffit d’utiliser (4.3.3) (en posant ;=0), (4.1.6), (4.1.9),
(4.2.1) et (4.2.5). K
4.4.2. Les ope rateurs T ( y, #0)2 et S
( y, #0)
2
Dans la suite, on fixe une fonction , # C 0 (R) qui satisfait les conditions
suivantes:
0,1, ,(s)={1 si |s|2
&8,
0 si |s|2&6.
Pour y # N et 0<#01 fixe s, on pose:
, ( y, #0)1 (z) =
de f , \ 12#0 dN(z, y)+ , , ( y, #0)2 (z) =
de f , \ 122#0 dN(z, y)+ . (4.4.1)
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On remarque qu’il existe une constante C>0 telle que pour tous
y, x1 , x2 # N, on a:
|, ( y, #0)1 (x1)&,
( y, #0)
1 (x2)|+|,
( y, #0)
2 (x1)&,
( y, #0)
2 (x2)|
C
#0
} dN(x1 , x2).
De plus, d’apre s les remarques 3.1.1 et 3.1.2, pour tous y # N et 0<#01
fixe s, si l’on munit R+_BN( y, 2&1#0) de la distance d et de la restriction
de d+, on a les ine galite s:
1
4 [ |r&r* |+min(r, r*) dN(x, x*)]
d((r, x), (r
*
, x
*
))
2[|r&r
*
|+min(r, r
*
) dN(x, x*)], (4.4.2)
pour tous (r, x), (r
*
, x
*
) # R+_BN( y, 2&1#0), et il existe une constante
C(n, k0 , #0)>0 telle que pour tout y # N et s>0,
+(B
*
(X, 2s))C(n, k0 , #0) } +(B*(X, s)),
\X # R+_BN( y, 2&1#0), (4.4.3)
ou la boule de R+_BN( y, 2&1#0) est l’ensemble B*(X, s)=B(X, s) & R
+_
BN( y, 2&1#0) pour tout X # R+_BN( y, 2&1#0) et tout s>0.
On va utiliser les notations suivantes:
Soit y # N et X1* {X2* # R+_BN( y, 2&1#0), on note:
7 ( y, #0)
(X*1 , X*2)
=[Y # R+_BN( y, 2&1#0); d(Y, X 1*)105 d(X2* , X1*)].
Etant donne s (r, x){(r
*
, x
*
) # R+_BN( y, 2&1#0), on de finit:
G ( y, #0)C ((r, x), (r*, x*))=,
( y, #0)
2 (x) G((r, x), (r*, x*)) ,
( y, #0)
1 (x*),
H ( y, #0)C ((r, x), (r*, x*))=,
( y, #0)
2 (x) H((r, x), (r*, x*)) ,
( y, #0)
1 (x*),
ou G((r, x), (r
*
, x
*
)) et H((r, x), (r
*
, x
*
)) sont respectivement donne s par
(3.6.4) et (3.6.7).
Soient T ( y, #0)2C et S
( y, #0)
2C de finis par:
T ( y, #0)2C f (r, x)=| G ( y, #0)C ((r, x), (r*, x*)) f (r* , x*) d+(r* , x*), (4.4.4)
S ( y, #0)2C f (r, x)= &
1
2 | H ( y, #0)C ((r, x), (r*, x*)) f (r* , x*) d+(r* , x*), (4.4.5)
pour tout (r, x) # R+_BN( y, 2&1#0) et toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&1#0)).
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D’apre s les de finitions de T ( y, #0)2 , T
( y, #0)
2C , S
( y, #0)
2 et S
( y, #0)
2C , on a
|T ( y, #0)2 f | (r, x)|T
( y, #0)
2C f | (r, x), |S
( y, #0)
2 f | (r, x)|S
( y, #0)
2C f | (r, x),
(4.4.6)
pour tout (r, x) # C(N) et toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)).
De plus, on pose
G ( y, #0)C, 1 ((r, x), (r* , x*))=,
( y, #0)
2 (x) G1((r, x), (r* , x*)) ,
( y, #0)
1 (x*),
G( y, #0)C, 2 ((r* , x*))=,
( y, #0)
2 (x) G2((r, x), (r* , x*)) ,
( y, #0)
1 (x*),
H ( y, #0)C, V ((r, x), (r* , x*))=,
( y, #0)
2 (x) ,
( y, #0)
1 (x*)(H1, 1+H2, 1)
_((r, x), (r
*
, x
*
)),
H ( y, #0)C, 1, 1((r, x), (r* , x*))=,
( y, #0)
2 (x) ,
( y, #0)
1 (x*)
(rr
*
)&(n&1)2
r
(n&1)
_|
+
1
1(u, ’$) pu(x, x*) du,
H ( y, #0)C, 1, 2((r, x), (r* , x*))=,
( y, #0)
2 (x) ,
( y, #0)
1 (x*)
(rr
*
)&(n&1)2
r
*
\1&r
2
*
r2 +
_|
+
1
1
*
(u, ’) pu(x, x*) du,
ou G1 , G2 , H1, 1 , H2, 1 sont respectivement donne s par (3.6.5), (3.6.6),
(3.6.35) et (3.6.40).
On remarque:
G ( y, #0)C =G
( y, #0)
C, 1 +G
( y, #0)
C, 2 , H
( y, #0)
C =H
( y, #0)
C, *
+H ( y, #0)C, 1, 1+H
( y, #0)
C, 1, 2 . (4.4.7)
On peut e noncer le re sultat suivant:
The ore me 4.3. 1. Si n2, 0<#01 et l ’ine galite (4.3.2) est satisfaite.
Alors, quand ;>1, il existe une constante CC>0 (qui ne de pend que des
constantes C, ;, k0 , n et #0) telle qu’on a:
|
7
( y, #0 )
(X 1* , X 2* )
|G ( y, #0)C (X, X1*)&G
( y, #0)
C (X, X2*)| d+(X)
+|
7
( y, #0 )
(X 1* , X 2* )
|H ( y, #0)C (X, X1*)&H
( y, #0)
C (X, X2*)| d+(X)CC . (4.4.8)
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En particulier, pour toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)) et tout *>0,
+[X # C(N); |T ( y, #0)2 f (X)|>*]++[X # C(N); |S
( y, #0)
2 f (X)|>*]
CC }
& f &1
*
; (4.4.9)
on a aussi l ’ine galite :
&T ( y, #0)2 f &p+&S
( y, #0)
2 f &pCC } & f &p , \1<p2. (4.4.10)
2. Si l ’on ne suppose que n3 et l ’ine galite (1.4) est satisfaite; alors,
pour toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)), on a aussi:
&T ( y, #0)2 f &p+&S
( y, #0)
2 f &pCC } & f &p , \1<p2.
De monstration. On va montrer (4.4.8) par trois e tapes.
Premie re e tape: On montre qu’il existe une constante C(C, k0 , n, #0)>0
telle que:
|
7
( y, #0 )
(X 1* , X2* )
|G ( y, #0)C, 2 (X, X1*)&G
( y, #0)
C, 2 (X, X 2*)| d+(X)CC ; (4.4.11)
|
7
( y, #0 )
(X 1* , X 2* )
|H ( y, #0)C, V (X, X1*)&H
( y, #0)
C, V (X, X2*)| d+(X)CC . (4.4.12)
En effet, gra^ce aux remarques 3.6.1, 3.1.1, 3.1.2, et 3.3.1, d’apre s la
proposition 4.3.1, on peut de duire (4.4.11). Pour montrer (4.4.12), il suffit
de rappeler les remarques 3.6.2 et 3.6.3.
Deuxie me e tape: Si pour tout u1 et tout dN(x, x*)<1, on a:
|{ (x)N pu(x, x*)|Cu
&&0 ou &0>{2
&1
1
si n=2,
si n3,
(4.4.13)
alors, pour tout (r
*
, x
*
) # R+_BN( y, 2&1#0),
|
R+_BN ( y, 2
&1#0)
|G ( y, #0)C, 1 ((r, x), (r* , x*))| d+(r, x)
C(n, k0) |
+
0
s((n&1)2)&1 \|
+
1
1(u, |ln s| ) u&&0 du+ ds
C
*
(n, k0), par (4.1.3). (4.4.14)
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Si N est comple te de dimension n&11, non compacte et si (1.5) est
satisfaite; alors, d’apre s le corollaire 3.1 de [LY, p. 175] (voir aussi le
the ore me 5.5.11 de [D2, p. 173]), on sait que (4.3.2) est satisfaite avec
;=;
*
donne par (1.5). Donc, sous l’hypothe se du the ore me III ou sous
l’hypothe se que (4.3.2) (avec ;>1), (4.4.13) ainsi que (4.4.14) sont satis-
faites. Avec (4.4.11) et (4.4.7), on en de duit que sous l’hypothe se que (4.3.2)
(avec ;>1) ou sous l’hypothe se du the ore me III, on a:
|
7
( y, #0 )
(X 1* , X 2* )
|G ( y, #0)C (X, X1*)&G
( y, #0)
C (X, X2*)| d+(X)CC .
Troisie me e tape: Sous l’hypothe se que (4.3.2) (avec ;>1), d’apre s
(4.3.3), pour tout (r
*
, x
*
) # R+_BN( y, 2&1#0), on a:
|
R+_BN ( y, 2
&1#0)
( |H ( y, #0)C, 1, 1((r, x), (r*, x*))|
+|H ( y, #0)C, 1, 2((r, x), (r* , x*))| ) d+(r, x)
C
*
Vol(BN( y, 2&1#0))
_|
+
0 {s((n&1)2)&1 |
+
1
1(u, |ln s| ) u&; du= ds
+C
*
Vol(BN( y, 2&1#0))
_|
+
0 {s((n&1)2)&1 |1&s&2| |
+
1
1
*
(u, |ln s| ) u&; du= ds
C
*
(n, k0) ce terme vient de (4.4.14)
+C(n, k0) |
+
0
[s((n&1)2)&1 |1&s&2|
_e&((n+1)2) |ln s|(1+|ln s| )&;] ds par (4.2.4)
C*(n, ;, k0), car ;>1.
Avec (4.4.12) et (4.4.7), on en re sulte que:
|
7
( y, #0 )
(X 1* , X 2* )
|H ( y, #0)C (X, X1*)&H
( y, #0)
C (X, X 2*)| d+(X)CC .
On a donc de montre (4.4.8).
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Quatrie me e tape: Les de finitions de T ( y, #0)2C et S
( y, #0)
2C (voir (4.4.4) et
(4.4.5)) donnent
|T ( y, #0)2C f |
2 (r, x)+|S ( y, #0)2C f |
2 (r, x)|{(&2)&12 ( f } , ( y, #0)1 )|
2 (r, x),
pour toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&1#0)), puisque {(&2)&12 est borne dans
L2(C(N)) avec norme e gale a 1, on en de duit que les ope rateurs T ( y, #0)2C et
S ( y, #0)2C sont borne s dans L
2(R+_BN( y, 2&1#0)) avec norme infe rieure ou
e gale a 1; donc, gra^ce aux ine galite s (4.4.2) et (4.4.3), d’apre s la the orie des
inte grales singulie res dans [CW] et (4.4.8), on en de duit que les ope rateurs
T ( y, #0)2C et S
( y, #0)
2C sont de type faible (1, 1) et borne s dans L
p(R+_
BN( y, 2&1#0)) pour tout 1<p2 avec les normes qui ne de pendent que
des constantes absolues n, k0 , ;, C et #0 .
Par conse quent, (4.4.6) donne imme diatement (4.4.9) et (4.4.10).
Enfin, pour prouver la deuxie me partie du the ore me, par (4.4.6), il suffit
de montrer que les deux ope rateurs T ( y, #0)2C et S
( y, #0)
2C sont de type fort ( p, p)
pour tout 1<p2. En re pe tant la me^me de marche que dans la section
3.7.4(a) (ou 3.7.4(b)), on peut le de duire. Par exemple, gra^ce a (4.1.3), on
prouve d’abord que l’ope rateur inte gral de fini par G ( y, #0)C, 1 ((r, x), (r*, x*))
est de type fort ( p, p) pour tout 1<p<n avec normes qui ne de pendent
pas de y # N. Ensuite, en rappelant (4.4.11), on montre que l’ope rateur
inte gral de fini par G ( y, #0)C, 2 ((r, x), (r*, x*)) est de type for ( p, p) pour tout
1<p2 avec normes qui ne de pendent pas de y # N. Alors, (4.4.7) entra@^ne
que T ( y, #0)2C est de type fort ( p, p) pour tout 1<p2. K
Remarque. Comme on a vue dans la de monstration du the ore me 4.3,
sous l’hypothe se du the ore me III, pour 0<#01 fixe , il existe une
constante CC>0 (qui ne de pend que de n, #0 et les constantes de l’hypo-
the se du the ore me III) telle que pour toute f # C 0 (R
+_BN( y, 2&8#0)),
on a:
+[X # C(N); |T ( y, #0)2 f (X)|>*]C* }
& f &1
*
, \*>0. (4.4.15)
The ore me 4.4. Si n3, on suppose que N posse de un rayon d ’injectivite
r0>0 et son tenseur de courbure R ainsi que les premie res de rive es covarian-
tes de R sont borne es sur N. Alors, pour 1<p<n fixe , il existe une constante
Cp>0 telle que pour un certain 0<#01 et tout y # N:
&1BN ( y, 2&6#0) {(&2)
&12 f &p &T ( y, #0)2 f &p+&S
( y, #0)
2 f &p
Cp & f &p , (4.4.16)
pour toute f # L p(C(N)) avec Supp f # R+_BN( y, 2&8#0).
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De monstration. Tout d’abord, d’apre s la remarque 3 de la section 1,
on sait que (1.4) est satisfaite; alors, gra^ce a la deuxie me partie du
the ore me 4.3, il nous reste a montrer que (4.4.16) est vraie pour 2p<n
(avec un certain 0<#01).
En effet, d’apre s le the ore me de [M] (pour les re sultats correspondants,
voir aussi le the ore me 3 et le lemme 4 de [L1] ou le re sultat de [Au]), on
de duit qu’il existe deux constantes 0<rC<r0 2 (ou r0 est le rayon d’injec-
tivite de N), +>1 telles que si o # N, rrC et si gij est le tenseur me trique
par rapport a un syste me de coordonne es ge ode siques x1 , ..., xn&1 au
point o, on a:
+&1 &!&2 :
n&1
i, j=1
gij (x) !i!j
+ &!&2 et | g ij (x)|+, \x # BN(o, r).
Donc,
+&1 :
n&1
i=1 }
fN
x i }
2
(x)|{N fN |2 (x)
+ :
n&1
i=1 }
fN
x i }
2
(x), \x # BN(o, r),
pour toute fN # C(BN(o, r)).
On note #0=min(1, rC) et on va montrer que pour 2p<n fixe , il
existe une constante Cp>0 telle que pour tout y # N:
&1BN ( y, 2&6#0) {(&2)
&12f &pCp & f &Lp(C(N)) , (4.4.17)
pour toute f # L p(C(N)) avec Supp f # R+_BN( y, 2&8#0).
Pour y # N, 1in&1 fixe s, on pose:
G ( y, #0)C, i ((r, x), (r* , x*))=,
( y, #0)
2 (x) } ,
( y, #0)
1 (x*)
_
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’)
pu(x, x*)
xi
du,
ou [xi]n&1i=1 est le syste me de coordonne es ge ode siques de BN( y, #0), ,
( y, #0)
1
et , ( y, #0)2 sont de finis par (4.4.1).
On note T ( y, #0)2, i (1in&1) l’ope rateur inte gral de fini par G
( y, #0)
C, i .
alors, pour prouver le the ore me 4.4, il nous reste a montrer que les
ope rateurs T ( y, #0)2, i (1in&1) et S
( y, #0)
2 sont de type fort ( p, p) pour tout
2p<n avec normes qui ne de pendent pas de y # N. En effet, gra^ce au
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corollaire 4.3.2, en utilisant la me^me de marche que pour la de monstration
du the ore me 3.5 (voir la section 3.7.4), on peut le de duire. Par exemple,
pour prouver que l’adjoint de S ( y, #0)2 est de type fort (q, q) pour tout
n(n&1)<q2, par (4.4.6), il suffit de montrer que l’adjoint de S ( y, #0)2C
(donne par (4.4.5)), est de type fort (q, q) pour tout n(n&1)<q2.
En utilisant (4.1.3), (4.2.4) et le corollaire 4.3.2, on montre d’abord
que l’ope rateur de fini par H ( y, #0)C, 1, 1((r* , x*), (r, x))+H
( y, #0)
C, 1, 2((r* , x*), (r, x))
sont de type fort (q, q) pour tout n(n&1)<q<+; ensuite, gra^ce
au corollaire 4.3.2, en utilisant (4.4.2) et (4.4.3) ainsi que la the orie des
inte grales singulie res dans [CW], on peut montrer que l’ope rateur inte gral
de fini par H ( y, #0)C, * ((r* , x*), (r, x)) est de type faible (1, 1) et de type fort
(q, q) pour tout 1<q2 avec normes qui ne de pendent pas de y # N.
Alors, (4.4.7) et (4.4.5) entra@^nent que l’adoint de S ( y, #0)2C est de type fort
(q, q) pour tout n(n&1)<q2. K
Remarque. Si N est un espace syme trique de type non compact; alors,
on peut choisir #0=1 dans (4.4.16).
4.4.3. Preuve du the ore me II
Dans cette section, on donne la de monstration du the ore me II:
On commence par montrer la premie re partie du the ore me II:
Soit 0<#01 fixe . Soit [BN(xj , 2&9#0)]j=1 une famille maximale de
boules de rayon 2&9#0 , deux a deux disjointes. Alors, [BN(x j , 2&8#0)]j=1
est un recouvert de N. On choisit une famille de C 0 fonctions [h
(#0)
j ]

j=1
de telle sorte que:
0h (#0)j 1, :
+
j=1
h (#0)j #1 et Supp h
(#0)
j /BN(xj , 2
&8#0).
Premie re e tape: on montre que l’ope rateur (1r) {N(&2)&12 est borne
dans L p(C(N)) pour tout 1<p2.
Pour toute f # C 0 (C(N)) et tout (r, x) # C(N), on a:
1
r
{N(&2)&12 f (r, x)
= :

j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x) } 1[x # BN (xj , 2&6 #0)]
+ :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x) } 1[x  BN (xj , 2&6#0)] . (4.4.18)
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D’apre s le lemme 4.3.2 et le the ore me 4.3, pour tout 1<p2, on a:
" :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x) } 1[x # BN (xj , 2&6#0)]"
p
p
C(}) } :
+
j=1 "_
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x) } 1[x # BN (xj , 2&6#0)]"
p
p
C* :
+
j=1
& fh (#0)j &
p
p C } & f &
p
p . (4.4.19)
En particulier, pour tout 1<p2, il existe une constante CC>0 telle
que pour toute f # C 0 (C(N)) et tout *>0, on a:
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x)
_1[x # BN (xj , 2&6#0)] }>*=
CC } \& f &p* +
p
. (4.4.20)
De plus, pour tout 1<p<n fixe , d’apre s le the ore me 4.1, il existe deux
constantes C=C(n, k0 , C, p, #0), =*==(n, p)>0 telles que pour toutef # C 0 (C(N)) et tout *>0, on a:
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x)
_1[x  BN (xj , 2&6#0)] }>*=
+ {(r, x) # C(N); C } r&np :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)] e&=*dN (x, xj)
_& fh (#0)j &p>*=

1
n \
C
*+
p
_|
N { :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)] e&=*dN (x, xj) & fh (#0)j &p =
p
d+N(x). (4.4.21)
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D’apre s l’ine galite de Ho lder, (1.3) et le lemme 4.3.2, on a:
|
N \ :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)] e
&=*dN (x, xj) & fh (#0)j &p +
p
d+N(x)
|
N \ :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6 #0)] e
&=*dN (x, xj) & fh (#0)j &
p
p +
_\ :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)] e&=*dN (x, xj)+
p&1
d+N(x)
sup
x # N \ :
+
j=1
1[x  BN(xj , 2&6#0)] e
&=*dN (x, xj)+
p&1
_ :
+
j=1
C(=
*
) & fh (#0)j &
p
p
C
*
& f & pp sup
x # N \ :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)]e
&=*dN (x, xj)+
p&1
. (4.4.22)
Mais, on remarque:
e&=*dN(x, xj)( inf
y # N
+N(BN( y, 2&8#0)))&1
_e=*2&8#0 |
BN (xj , 2
&8#0)
e&=*dN (x, y) d+N( y).
Donc, d’apre s (1.3), (1,6) et le lemme 4.3.2, on a:
sup
x # N
:
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)]e
&=*dN (x, xj)CC . (4.4.23)
D’apre s (4.4.21), (4.4.22) et (4.4.23), on en de duit que pour tout 1<p<n
et tout *>0, on a:
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x)
_1[x  BN (xj , 2&6#0)] }>*=
CC } \& f &p* +
p
. (4.4.24)
Donc, en particulier, d’apre s (4.4.18), (4.4.20) et (4.4.24), on en de duit
que (1r) {N(&2)&12 est de type faible ( p, p) pour tout 1<p<2; puisqu’il
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est de plus borne dans L2(C(N)), d’apre s le the ore me d’interpolation de
Marcinkiewicz, on en de duit que (1r) {N(&2)&12 est borne dans L p(C(N))
pour tout 1<p2.
Deuxie me e tape: on montre que l’ope rateur r(&2)&12 est borne dans
L p(C(N)) pour tout 1<p2.
En effet, pour toute f # C 0 (C(N)) et tout (r, x) # C(N), on a:

r
(&2)&12 f (r, x)
= :
+
j=1 _

r
(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x) } 1[x # BN (xj , 2&6#0)]
+ :
+
j=1 _

r
(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x) } 1[x  BN (xj , 2&6#0)] . (4.4.25)
Comme la preuve de (4.4.20), le lemme 4.3.2 et le the ore me 4.3 donnent
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _

r
(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x)
_1[x # BN(xj , 2&6#0)] }>*=
CC } \& f &p* +
p
, \f # C 0 (C(N)), \1<p2. (4.4.26)
D’autre part, pour tout 1<p<n fixe , d’apre s le the ore me 4.2, il existe
deux constantes C=C(n, k0 , C, p, #0), =*>0 telles que pour toute f #C0 (C(N)) et tout *>0, on a:
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _

r
(&2)&12 ( fh (#0)j )& (r, x)
_1[x  BN (xj , 2&6#0)] }>*=
+ {(r, x) # C(N); C } r&np :
+
j=1
1[x  BN (xj , 2&6#0)]e
&=*dN (x, xj)
_& fh (#0)j &p>*=
CC } \& f &p* +
p
, par (4.4.21), (4.4.22) et (4.4.23). (4.4.27)
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En rappelant que r(&2)&12 est borne dans L2(C(N)), (4.4.25),
(4.4.26) et (4.4.27) ainsi que le the ore me d’interpolation de Marcinkiewicz
entra@^nent que (1r) {N(&2)&12 est borne dans L p(C(N)) pour tout
1<p2.
On a donc de montre que {(&2)&12 est borne dans L p(C(N)) pour tout
1<p2.
Maintenant, on va prouver la deuxie me partie du the ore me II:
Dans ce cas, en choisissant un convenable 0<#01, d’apre s le
the ore me 4.4, (4.4.20) et (4.4.26) sont satisfaites pour tout 1<p<n. En
rappelant que (4.4.24) et (4.4.27) sont toujours satisfaites pour tout
1<p<n. Avec (4.4.18) et (4.4.25), on en de duit que les deux ope rateurs
(1r) {N(&2)&12 et r(&2)&12 sont de type faible ( p, p) pour tout
1<p<n. Le the ore me d’interpolation de Marcinkiewicz donne le re sultat
cherche .
D’ou le the ore me II. K
4.4.4. Preuve du the ore me III
Soit [BN(x j , 2&9)]j=1 une famille maximale de boules de rayon 2
&9,
deux a deux disjointes. Alors, [BN(xj , 2&8)]j=1 est un recouvert de N. On
choisit une famille de C 0 fonctions [hj]

j=1 de telle sorte que:
0hj1, :
+
j=1
h j #1 et Supp hj /BN(xj , 2&8).
Sous l’hypothe se du the ore me III, d’une part, d’apre s le lemme 4.3.2 et
(4.4.15) (en posant #0=1), pour toute f # C 0 (C(N)) et tout *>0, on a:
+ {(r, x) # C(N); } :

j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fh j)&(r, x) } 1[x # BN (xj , 2&6)] }>*=
C } :
+
j=1
+ {(r, x) # C(N); } 1r {N(&2)&12 ( fhj)} (r, x)
_1[x # BN(xj , 2&6)]>*=
C
*
} :
+
j=1
& fhj &1
*
=C
*
}
& f &1
*
. (4.4.28)
D’autre part, sous l’hypothe se du the ore me III, comme on a obtenu dans
la deuxie me e tape de la preuve du the ore me 4.3, on a:
|{ (x)N pu(x, x*)|C(u
&n2+u&;*&(12)) e&d
2
N (x, x*)8u.
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Donc, en rappelant que ;
*
(n&1)2 (voir la remarque 4(a) de la
Section 1), d’apre s (2.4) et (2.5), il s’ensuit que:
} 1r {N(&2)&12 ( fhj)(r, x) } 1[x  BN (xj , 2&6)] }
& fhj &1 sup [1[x  BN (xj , 2&6)] } |G((r, x), (r* , x*))|;
x
*
# BN(x j , 2&8#0), r>0]
C
& fhj &1
rn
1[x  BN (xj , 2&6)] sup
0<r*r<+
\r*r +
&(n&1)2
_|
+
0
1 \u, }ln r*r }+ (u&n2+u&;*&(12)) e&(dN (x, xj)&2&8)28u du
C
*
} d &2;*&1N (x, xj) } 1[x  BN (xj , 2&6)]
& fhj&1
rn
,
gra^ce aux (4.1.8) et (4.1.11).
On en de duit que pour toute f # C 0 (C(N)) et tout *>0, on a:
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fhj)& (r, x) } 1[x  BN (xj , 2&6)] }>*=

1
n
C
*
:
+
j=1
& fhj&1 |
N
d &2;*&1N (x, xj) } 1[x  BN (xj , 2&6)] d+N(x).
Mais, sous les hypothe ses du the ore me III,
|
N
d &2;*&1N (x, xj) } 1[x  BN (xj , 2&6)] d+N(x)

1
(2&6)2;*+1
sup
y # N
+N(BN( y, 1))
+ :
+
j=0
|
2 j<dN(x, xj)2
j+1
1
(dN(x, x j))2;*+1
d+N(x)
C(n, ;
*
)+ :
+
j=0
C } (2 j+1)2;*+{0
(2 j)2;*+1
par le ‘‘Bishop Volume Comparison Theorem’’ et (1.5)
C
*
.
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Par conse quent,
+ {(r, x) # C(N); } :
+
j=1 _
1
r
{N(&2)&12 ( fhj)& (r, x)
_1[x  BN (xj , 2&6)] }>*=
C
*
}
& f &1
*
.
Avec (4.4.28) et (4.4.18) (en posant #0=1), on a donc de montre que
(1r) {N(&2)&12 est de type faible (1, 1) sous l’hypothe se du the ore me III.
Enfin, pour prouver que {(&2)&12 n’est pas borne dans L p(C(Rn&1))
pour p>n, il suffit de montrer que l’adjoint de (1r) {R n&1(&2)&12 n’est
pas de type fort (q, q) pour 1<q<n(n&1). en effet, on remarque que
pour toute f # C 0 (C(R
n&1)),
} 1r {R n&1(&2)&12 f }
2
(r, x)= :
n&1
i=1 }
1
r

xi
(&2)&12 f }
2
(r, x),
\(r, x) # C(Rn&1).
Donc, pour 1<p<+ fixe , (1r) {R n&1(&2)&12 est borne dans
L p(C(Rn&1)) si et seulement si les ope rateurs (1r)(xi)(&2)&12 (1i
n&1) sont borne s dans L p(C(Rn&1)). Dans la suite, on va montrer que
l’adjoint de (1r)(x1)(&2)&12, ((1r)(x1)(&2)&12)* n’est pas borne
dans Lq(C(Rn&1)) pour 1<q<n(n&1).
Rappelons que le noyau de la chaleur sur Rn&1,
pt(x, x*)=
1
(4?t)(n&1)2
e&|x&x*|24t,
nous savons que le noyau de l’ope rateur ((1r)(x1)(&2)&12)* est suit:
K*R n&1 =
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’)

x
* 1
pu(x*, x) du
=\ 14?+
(n&1)2 x1&x* 1
2
1
r
*
(rr
*
)&(n&1)2
_|
+
0
1(u, ’) u&(n+1)2e&|x&x*|24u du.
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On pose f0(r* , x*)= g(r*) |(x*) avec g # C

0 (R
+) et | # C 0 (R
n&1) qui
satisfont:
0g1 et g(r
*
)={1 si
1
2r*1,
0 si r
*
< 14 ou r*>2;
0|1 et |(x
*
)={1 si x* # BRn&1(o, 1),0 si x
*
 BR n&1(o, 2).
Alors, f0 # C 0 (C(R
n&1)) et c’est facile a monter que pour =>0 fixe , il
existe deux constantes C(=)>0 et C
*
(=)>1 telles que:
\1r

x1
(&2)&12+* f0(r, x)C(=) \1r+
n&1+=
, \rC
*
(=),
uniforme ment pour tout x # [x=(x1 , ..., xn&1); x14] & BRn&1(o, 8).
D’ou le the ore me. K
4.5. De monstration du the ore me IV
Soit X=GK un espace syme trique de type non compact de dimension
n&12, ou G est un groupe de Lie re el semi-simple (connexe) non com-
pact de centre finit et K un sous-groupe compact maximal. Soit G=FP
la de composition de Cartan correspondant au niveau des alge bres de Lie.
On choisit un sous-espace abe lien maximal A dans P. La forme de Killing
de G induit sur P, et donc sur A, un produit scalaire, note ( , ) , qui
permet d’identifier P et A a leurs ducaux respectifs P* et A*. Soient 7
l’ensemble des racines (restreintes) de (G, A) et W leur groupe de Weyl.
Fixons une chambre de Weyl positive A+, et notons 7+ (resp. 7+0 )
l’ensemble des racines positives (resp. racines positives indivisibles) corres-
pondant et \ leur demi-somme (avec multiplicite s m:). Soit G=K exp A+K la
de composition de Cartan associe e du groupe G, et soit x+ le A+-composant
de x # G dans la de composition pre ce dente; on note |x|=|x+| la distance
de x } K a 0=[K] dans GK. Avec la de composition de Cartan, la mesure
de Haar de G est donne e par:
|
G
f (x) dx=C |
K
|
A+
|
K
f (k1(exp H) k2) $(H) dk1 dH dk2 , (4.5.1)
ou $(H)=6: # 7=shm: :(H), C est une constante positive normalisante et
dk est la mesure de Haar sur K. On note a=dim A, m=(n&1)&a=
: # 7+ m: . On peut trouver les notations pre ce dentes dans [H, GV].
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Le but de cette section est de prouver le the ore me IV. D’abord, d’apre s
le the ore me 3.1 de [A1] et le the ore me 3.7 de [AJ], voir [LR, AL, A2,
DM] (ou [D2]), [Z, S1, S2], etc. pour quelques espaces syme triques
spe ciaux de type non compact; en particulier, on a la proposition suivante:
Proposition 4.5.1. Il existe une fonction hu(exp H)=hu(k1 exp Hk2)
((u, H) # R+_A+, k1 , k2 # K) telle que pu(x } K, y } K)=hu(exp( y&1 } x)+)
pour tout x, y # G et tout u>0; de plus, pour tout |H|2&8, on a:
hu(exp H)
C1(u&n&a+u&1)(1+|H| )n e&|\|
2 u&(\, H)&(|H|24u) (4.5.2)
} ddt} t=0 hu(exp H } exp tX i)}
C1(u&n&a+u&1)(1+|H| )n e&|\|
2 u&(\, H)&(|H|24u), (4.5.3)
ou [Xi]1in&1 est une base normalise e de P associe e au ( , ).
Lemme 4.5.1. Soit 1<p<n (n3) fixe ; alors il existe deux constantes
C, =
*
>0 telles que pour tout yC # X et toute f # L p(C(X)) avec Supp f #
R+_BX ( yC , 2&8), on a:
|{(&2)&12 f | (r, xC) } 1[xC  BX( yC , 2&6)]
C & f &p r&np } 1[xC  BX( yC , 2&6)] e
&(\, H(xC , yC))&- |\|
2+=* |H(xC , yC)|,
(4.5.4)
ou on a note H(xC , yC)=(x&1 } y)+ et |H(xC , yC)|=dX(xC , yC) quand
xC=x } K, yC= y } K.
De monstration. On remarque que:
hu(exp( y&1 } x)+)=pu(x } K, y } K)= pu( y } K, x } K)
=hu(exp(x&1 } y)+), (4.5.5)
et d’apre s le lemme 2.1.2. de [AJ], pour tout x, y, z # G, on a:
|(x&1 } y)+&(x&1 } z)+|dX ((x&1 } y) } K, (x&1 } z) } K)
=dX ( y } K, z } K). (4.5.6)
230 HONG-QUAN LI
Soient yC # X, xC  BX ( yC , 2&6) et x*C # BX ( yC , 2
&8) avec xC=x } K,
yC= y } K et x*C=x* } K; alors (4.5.2), (4.5.3), (4.5.5) et (4.5.6) donnent:
|{ (xC)X pu(xC , x*C)|+ pu(xC , x*C)
C 1*(u&n&a+u&1)(1+|H(xC , yC)| )n
_e&|\|2 u&(\, H(xC , yC))&(|H(xC , yC)|&2&8)24u. (4.5.7)
De plus, (1.1) entra@^ne
|{(&2)&12 f | } 1r {X (&2)&12 f }+ }

r
(&2)&12 f }
On prouve d’abord que:
} 1r {X (&2)&12 f } (r, xC) } 1[xC  BX( yC , 2&6)]
C & f &p r&np } 1[xC  BX( yC , 2&6)] e
&(\, H(xC , yC))&- |\|
2+=* |H(xC , yC)|,
(4.5.8)
pour tout yC # X et toute f # L p(C(X)) (1<p<n) avec Supp f #
R+_BX ( yC , 2&8).
En effet, pour toute f # L p(C(X)) (1<p<n) avec Supp f # R+_
BX ( yC , 2&8) et tout xC  BX ( yC , 2&6), en utilisant l’ine galite de Ho lder,
on a:
} 1r {X (&2)&12 f } (r, xC)
& f &p \|C(X) |G( yC)((r, xC), (r* , x*C))| p$ d+(r*, x*C)+
1p$
,
ou
G( yC)((r, xC), (r* , x*C))
=1[xC  BX( yC , 2&6)] } 1[x*C # BX( yC , 2&8)]
_
1
r
(rr
*
)&(n&1)2 |
+
0
1(u, ’) {xC
X
pu(xC , x*C) du.
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Par (4.5.7), on a:
\|C(X) |G( yC)((r, xC), (r*, x*C))| p$ d+(r*, x*C)+
1p$
C
*
} 1[xC  BX( yC , 2&6)](1+|H(xC , yC)| )
n e&(\, H(xC , yC))r&np
_{|
+
0
sn&1 _s&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )(u&n&a+u&1)
_e&|\|2 u&(|H(xC , yC)|&2&8)24u du&
p$
ds=
1p$
.
Mais, en posant == 12(n& p)(n&1)>0 de telle sorte que (n+=)p$<
n&1, il existe =
*
>0 telle que pour xC  BX ( yC , 2&6), on a:
{|
+
0
sn&1 _s&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )(u&n&a+u&1)
_e&|\|2 u&(|H(xC , yC)|&2&8)24u du&
p$
ds=
1p$
C } sup
0<s1
s(n&1)p$&(n&1)2 |
+
0
1(u, |ln s| )(u&n&a+u&1)
_e&|\|2 u&(|H(xC , yC)|&2&8)24u du
+
C
=
sup
s1
s(n+=)p$&(n&1)2 |
+
0
1(u, ln s)(u&n&a+u&1)
_e&|\|2 u&(|H(xC , yC)|&2&8)24u du
C } e&- |\|2+=* |H(xC , yC)|, par (4.1.7) et (4.1.10).
On a donc montre (4.5.8).
En utilisant la me^me de marche pre ce dente que pour la preuve de (4.5.8),
gra^ce aux (4.5.7), (4.1.7), (4.1.10), (4.2.2) et (4.2.6), on peut obtenir
l’estimation de |r(&2)&12 f | (r, xC) } 1[xC  BX( yC , 2&6)] .
D’ou le lemme. K
De monstration du the ore me IV. On choisit [BX (xj } K, 2&9)]j=1 ,
[BX (xj } K, 2&8)]j=1 et [hj]

j=1 , ou xj # G, comme dans la preuve du
the ore me III. Alors, pour toute f # C 0 (C(X)) et tout (r, xC) # C(X), on a:
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1
r
{X (&2)&12 f (r, xC)
= :
+
j=1 _
1
r
{X (&2)&12 ( fh j)& (r, xC) } 1[xC # BX(xj } K, 2&6)]
+ :
+
j=1 _
1
r
{X (&2)&12 ( fh j)& (r, xC) } 1[xC  BX(xj } K, 2&6)] , (4.5.9)

r
(&2)&12 f (r, xC)
= :
+
j=1 _

r
(&2)&12 ( fhj)& (r, xC) } 1[xC # BX(xj } K, 2&6)]
+ :
+
j=1 _

r
(&2)&12 ( fhj)& (r, xC) } 1[xC  BX(xj } K, 2&6)] . (4.5.10)
Premie re e tape: D’apre s la remarque du the ore me 4.4 et le lemme 4.3.2,
en utilisant la me^me de marche que pour la preuve de (4.4.19), on a:
" :

j=1
[{(&2)&12 ( fh j)](r, xC) } 1[xC # BX(xj } K, 2&6)]"
p
p
C & f & pp , \1<p<n. (4.5.11)
Deuxie me e tape: On montre que pour 1<p<n fixe , il existe une
constante C>0 telle que pour toute f # C 0 (C(X)) et tout *>0, on a:
+ {(r, xC) # C(X); } :
+
j=1
[{(&2)&12 ( fhj)](r, xC) } 1[xC  BX(xj } K, 2&6)] }>*=
C } \& f &p* +
p
. (4.5.12)
En effet, par (4.5.4), on a:
+ {(r, xC) # C(X); } :
+
j=1
[{(&2)&12 ( fhj)](r, xC) } 1[xC  BX(xj } K, 2&6)] }>*=
+ [(r, xC) # C(X); Cr&npF( f, [BX (x j } K, 2&9), hj]+j=1 , p, xC)>*]

1
n \
C
*+
p
|
X
[F( f, [BX (xj } K, 2&9), hj]+j=1 , p, xC)]
p d+X (xC).
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ou on a note :
F( f, [BX (xj } K, 2&9), hj]+j=1 , p, xC)
= :
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)] e
&(\, H(xC , xj } K)) &- |\|
2+=* |H(xC , xj } K)| & fhj &p .
On remarque que:
|
X
e&(\, H(xC , xj } K)) &- |\|2+=* |H(xC , xj } K)| d+X (xC)
=C |
A+
e&(\, H)&- |\|2+=* |H| $(H) dH
C |
A+
e&(\, H)&- |\|2+=* |H|e2(\, H) dH
C |
A+
e&(- |\|2+=*&|\| ) |H| dH=C.
Donc,
|
X { :
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)]
_e&(\, H(xC , xj } K))&- |\|2+=* |H(xC , xj } K)| & fh j&p=
p
d+X (xC)
|
X \ :
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)]
_e&(\, H(xC , xj } K))&- |\|2+=* |H(xC , xj } K)| & fh j& pp +
_\ :
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)]
_e&(\, H(xC , xj } K))&- |\|2+=* |H(xC , xj } K)|+
p&1
d+X (xC)
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 sup
xC # X
\ :
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)]
_e&(\, H(xC , xj } K)) &- |\|2+=* |H(xC , xj } K)|+
p&1
:
+
j=1
& fhj& pp
_|
xC  BX(xj } K, 2
&6)
e&(\, H(xC , xj } K))&- |\|2+=* |H(xC , xj } K)| d+X (xC)
C } & f & pp } sup
xC # X
\ :
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)]
_e&(\, H(xC , xj } K)) &- |\|2+=* |H(xC , xj } K)|+
p&1
,
d’apre s le choix de [BX(xj } K, 2&9)]j=1 et le lemme 4.3.2.
Mais,
:
+
j=1
1[xC  BX(xj } K, 2&6)] e
&(\, H(xC , xj } K))&- |\|2+=* |H(xC , xj } K)|
 :
+
j=1
1
+X (BX (xj } K, 2&6))
_|
BX(xj } K, 2
&6)
e&(\, H(xC , xj } K)) &- |\|2+=* |H(xC , xj } K)| d+X ( yC)
= :
+
j=1
C(n, |\|2)
_|
BX(xj } K, 2
&6)
e&(\, H(xC , xj } K)) &- |\|2+=* |H(xC , xj } K)| d+X ( yC)
 :
+
j=1
C(n, |\|2, p)
_|
BX(xj } K, 2
&6)
e&(\, H(xC , yC))&- |\|2+=* |H(xC , yC)| d+X ( yC)
gra^ce a (4.5.6) et |H(x } K, y } K)|=dX (x } K, y } K)
C
* |X e
&(\, H(xC , yC))&- |\|
2+=* |H(xC , yC)| d+X ( yC)
d’apre s le choix de [BX (xj } K, 2&9)]j=1 et le lemme 4.3.2
C.
Ceci termine la preuve de (4.5.12).
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Avec (4.5.11), on en de duit que {(&2)&12 est de type faible ( p, p) pour
tout 1<p<n; par conse quent, d’apre s le the ore me d’interpolation de
Marcinkiewicz, il est borne dans L p(C(X)) pour tout 1<p<n. K
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